Ja5 ]

L1

Ay

TESE BDE DOUTORADO

HIDRODINAMICA DE ONDAS DE CHOQUE EM SUPERNOVAS

VICTOR DE AMORIM D’AVILA

CENTRO BRASILEIRO DE PESQUISAS FISICAS
Rio de Janeiro, 1995



TESE DE DOUTORADO

HIDRODINAMICA DE ONDAS DE CHOQUE EM SUPERNOVAS

VICTOR DE AMORIM D’AVILA

CENTRO BRASILEIRO DE PESQUISAS FISICAS
Rio de Janeiro, 1995



i1

Ao meu Pai,
perpetuado em

seus filhos e netos.



AGRADECIMENTOS

Ao Prof. Dr. Sérgio J. Barbosa Duarte pelo entusiasmo e seguranca de sua orientagéo.

Ao Prof. Dr. Takeshi Kodama pela perspicacia com que soube identificar as dificuldades
da Hidrodinamica.
Ao Prof. Hilario A. R. Gongalves pelas proveitosas discussdes mantidas ao longo deste

trabalho.

Aos Profs. Bruno Bazzanella e Jodo Luis Kohl pela amizade e apoio.
A Mirian Coutinho pelo carinho e estimulo.

A toda minha famfilia.

it



ABSTRACT

A new approach for the Hydrodynamics is present in which the nonlinear effects

and the possibility of discontinuities are included in its formulation.

We recognize, from the beginnming, our restrictions in knowing and representing a

continuum physical system by means of a finite number of variables.

A set of hydrodynamical equations is deduced exclusively from Hamilton’s Princi-
ple, applied in a way that allowed the mass of each element of integration was considered,
in the minimization of the Action, as a Lagrangean variable in the same conditions as

the others hydrodynamic variables.

The method was applied to the problem of supernova explosions when a parame-
terized equation of state was used to describe the transition from the electron gas to

neutronized matter.

The results show that the method is able to describe the stages corresponding to
the homologous collapse, bounce, shock wave formation, and explosion of the star. The
parameters of the model are the mass of the iron nucleus of the star and two constants
of the equation of state. No fictitious term is used to handle with the problem of shock

wave formation.

In a natural way, the envelope ejection and formation of a central neutron star
were obtained. The calculated values for several quantities, like mass of the remnant
star, kinetic energy of the explosion, and ejected mass, are in good agreement with the

observational results.



RESUMO

Apresentamos um novo enfoque para a Hidrodindmica no qual os efeitos nio-
lineares e a possibilidade de descontinuidades estdo incluidos na teoria a partir de sua

formulagao.

Nessa abordagem identificamos, desde o inicio, nossas limitacdes em conhecer ¢

representar uin sistema fisico continuo por um nidmero finito de varigveis.

Deduzimos um conjunto de equagoes para a hidrodin&mica, baseados exclusiva-
mente no Principio de Hamilton aplicado de forma a permitir que, na minimizacio
da Acao, as massas de cada elemento de integragho sejam tomadas como varidveis la-

grangianas, em igualdade de condi¢des com as demais variaveis hidrodinamicas.

Aplicamos o método ao problema da exploséo de supernovas, onde utilizamos uma
equagao de estado parametrizada para descrever a transicao de gds de elétrons para

matéria neutronizada.

Os resultados mostram que o método permite descrever as etapas correspondentes
ao colapso homdlogo, inversao, formagio da onda de choque € explosao da estrela. Os
parametros do modelo sdo a massa do nicleo de ferro da estrela ¢ duas constantes da
equagdo de estado. Nao ¢ utilizado nenhum termo ficticio para tratar o problema da

formagédo da onda de choque.

Resulta de forma natural a eje¢do de um envelope e a formagio de uma estrela de
neutrons central. Os valores obtidos para varios parametros como a massa da estrela
remanescente, energia cinética da explosdo e massa ejetada, estio em bom acordo com

os resultados observacionais.
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Introducio Cap. I

CAPITULO I — INTRODUCAO

A integracio numeérica das equagdes da Navier-Stokes, na sua forma completa, tem

permanecido como uma questdo em aberto na HidrodinAmica.

Isto se deve a ndo linearidade dessas equagdes, o que faz com que os fendmenos
hidrodindmicos se diferenciem em muito daqueles de outras dreas da Fisica, como a
Eletrodindmica de Maxwell ou a Actistica, onde os eventos sio regidos por leis basica-

mente lineares.

Quando nos defrontamos com a nao linearidade das equacdes, toda uma série de
premissas, como o principio da superposicao das solugdes, a reflexdo espacial e even-

tualmente a inversao no tempo, nao pode mais ser aplicada de forma imediata.

Além disso, fenémenos exclusivos de um ambiente regido por uma, fisica nao-linear

passamn a se manifestar e exercer um papel dominante na evolugio do quadro dinamico.
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Na Acistica, pequenas perturbagdes, continuas ou nio, podem se propagar como
tais, de forma praticamente indefinida, ou entfo ir aos poucos se dissipando. Na
Hidrodindmica nao-linear, pelo contrario, pequenas perturbagdes iniciais, mesmo que
infinitesimais, podem degenerar em violentas perturbagdes do meio num curto espago

de tempo.

Porém, o mais importante, é que tais perturbagdes, se deixadas por si, normalmente
evoluem para formar descontinuidades. E essa é uma das mais relevantes caracteristicas
de uma fisica ndo-linear: enquanto que na Actstica e no Eletromagnetismo, por e-
xemplo, a natureza se apresenta sempre como um continuo, sendo que eventualmente
sao introduzidas descontinuidades como uma abstracio aproximativa e conveniente; na
Hidrodin4mica, pelo contrario, elas se manifestam espontaneamente e sio reais. A bem
da verdade, essas descontinuidades s se afastam de uma verdadeira descontinuidade
matematica quando levamos em considera¢io a natureza atomica da matéria. Mas,
quando tratamos um problema de mecéanica dos fluidos, normalmente desprezamos este
aspecto, e assim, pelo menos no contexto de uma fisica dos meios continuos, a descon-

timidade é completa.

Néo ¢é de estranhar, em vista dessas peculiaridades, que a integracio numérica das
equagoes de Navier-Stokes nos coloque frente a formidaveis dificuldades. Qualquer ten-
tativa de integragdo dessas equagdes hidrodindmicas, num ambiente em que o carater
ndo-linear esteja presente, redundard sempre em fracasso, pois no lugar de uma evolugéo
fisica coerente, teremos como resultado um quadro totalmente inverossimel que, natural-
mente, é consequéncia da completa desorganizagio de todo o cdlculo. Isto independe do
método particular de integragéo numérica que estejamos usando ou do grau de preciséo

mantida para cada varidvel.
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Essa problemética esta presente tanto na hidrodinémica em vérias dimenées como
nas situagbes mais simples em que os fendmenos podem ser descritos em apenas uma
coordenada. Devido a complexidade inerente, nio dispomos, normalmente, de métodos
universais para atacar todos os problemas multidimensionais, de modo que nossa atencdo

estara aqui concentrada na hidrodinidmica de uma variavel.

Neste trabalho, procuramos apontar a causa bésica dessas dificuldades e apresenta-
mos um formalismo para o tratamento dos fenémenos hidrodinamicos que se caracteriza
por um novo enfoque para a descri¢io de um sistema fisico. Dessa abordagem resulta
um conjunto de equagdes para problemas hidrodindmicos unidimensionais que podem
ser integradas diretamente e sem quaisquer obstaculos. As caracteristicas do método
sao tals que, como veremos, permitem antecipar a possibilidade de uma generalizacéo

para duas ou trés dimensoes.

Usualmente, do Principio de Hamilton se deduz as equacbes de evolugio das varis-
veis hidrodindmicas que est8o especificadas em uma malha pré-determinada de pontos.
Esta malha pode estar fixa ao sistema de referéncia, como na abordagem de Euler; ou

ser co-movente com o fluido, como na abordagem de Lagrange.

A pré-determinacio de uma rede de pontos embute certas dificuldades relacionadas
a capacidade de representagio dos fendmenos fisicos que irdo se desemrolar com a

evolug¢do do quadro dindmico.

Em primeiro lugar, a questdo para a qual chamamos a atencio é a da quantidade
de varidveis efetivamente necesséria para a correta descri¢ao de um problema fisico.
Devemos admitir que sempre dispomos de um ntmero limitado de pontos para a repre-

sentagdo da rede computacional.

As equagbes da hidrodinamica, néo sé admitem a possibilidade de existéncia de

descontinuidades, mas, mais do que isso, por sua prépria natureza, refor¢am quaisquer
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perturbagoes até o ponto de, eventualmente, constituir descontinuidades. Conclui-se,
entao dai, que nenhum ndmero de células de integra¢fio serd suficiente para atender os

requisitos de transicao suave das variaveis entre um elemento e outro da rede.

Naturalmente, quanto mais detalhada for a informacéo sobre as condi¢des reinantes
num sistema, maior devera ser o niimero de varidveis para a sua descrigao e mais precisa
serd a representacido. Contudo, também é verdade que, utilizar um mimero de pontos
maior do que aquele necessario & deserigio do sistema , representa um considergvel

desperdicio de esforco.

Mesmo nas raras ocasiées em que se pode manter um niimero grande de varidveis
para a realizacdo de um determinado calculo, ainda assim, surge a questio de saber se
uma outra escolha para a distribuigio dos pontos da rede ndo poderia ser mais eficiente.

Esta ¢ a segunda questdo — a da qualidade da rede.

Com a especificagao a priori das células de integracio, nio estamos exigindo uma
maior densidade de pontos onde a dindmica tem um peso maior, assim como, permitimos
que muitos elementos da rede sejam desperdigados numa regifio monétona e de pouca

importdncia para a descrigao e evolucio do quadro fisico.

Assim procedendo, por certo, nao estamos tiramos o maximo proveito dessas varia-
veis, no sentido de se obter a melhor representagao do fenémeno fisico. Principalmente
se considerarmos que dispomos de um niimero finito, e frequentemente muito limitado,

de pontos para a materializacio da rede.

2

E uma pratica corrente, em muitas simulacées, suspender um célculo a fim de
redesenhar a rede de forma a que esta se torne mais representativa nas regides “de

maior relevancia dinamica”.
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As abordagens convencionais dos problemas hidrodinimicos néo tém se detido sobre
essas questoes. O grande niimero de variavels normalmente utilizado para a descricao
dos fendémenos hidrodindmicos, particularmente aqueles em que comparecem ondas de
choque, decorre, na realidade, de requisitos dos métodos numéricos de integracao e
nao mantém, em absoluto, qualquer relacio com o grau de conhecimento das condigdes
reinantes no sistema fisico, e nem tampouco com a real precisdo com que se espera obter

o resultado final.

Na verdade, o grande nimero de camadas é uma exigéncia introduzida quando da
transformacao das equagoes de Navier-Stokes em equagdes de diferencas finitas e é de-

vida unicamente 3 necessidade de consisténcia numérica e estabilidade de suas solugoes.

Usualmente, a integracio numeérica das equacgoes diferenciais, realizada na forma
de Euler ou na de La,grahge, exige que o calculo se faga sobre uma rede que contém
um grande numero de pontos, ou camadas, distribuidos ao longo do sistema fisico. Isto
porque, conforme discutide mais acima, as equagoes de diferencas finitas sé tém sentido
como aproximagao das equagoes hidrodinamicas se pudermos admitir que as varigveis
gofrem mudancas pequenas quando se passa de um ponto a outro da rede de integragao.

Além disso, de forma alguma tais varidveis podem apresentar descontinuidades.

Mesmo na situag@o mais simples, em que podemos adiitir a continuidade das
varidvels, ainda assim, somos obrigados a introduzir um nimero muito grande de pontos
de rede a fim de atribuir significado as equagdes de diferencgas finitas. Note-se que esse
grande numero de elementos de integragdo ndo mantém nenhuma relagio com o nosso

real conhecimento (ou necessidade de conhecimento) das condi¢des reinantes.

O problema se torna mais dificil para aquelas situagdes em que podem surgir descon-

tinuidades. No caso de estarmos estudando uma descontinuidade ja formada e estével,
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sempre é possivel tratd-la como uma interface em torno da qual realizamos uma inte-
gracao analitica das equagdes de Navier-Stokes, juntamente com as leis de conservacao
da energia e da massa, para entdo obter as condi¢bes de contorno (equagoes de Hugoniot-
Rankine) vélidas para aquela interface. A integracio do problema se faz, entdo, de
acordo com os métodos usuais para as duas regides separadas pela interface, porém su-
jeitas aquelas condigdes de contorno. Frequentemente, no entanto, néo se pode adotar
a hipétese de estabilidade da descontinuidade devido a complexidade da dinAmica en-
volvida. Entretanto, ainda que se tenha que abandonar esta hipdtese, sempre é possivel
tratar a evolu¢do do fluido como um problema de Riemann para descontinuidades ar-
bitrarias.

De qualquer forma, estes procedimentos nio sio absolutamente aplicavels &s si-
tuagtes praticas, muito comuns, em que as descontinuidades sé vao se manifestar no

decorrer da evolugio do problema fisico.

A dificuldade surge porque a prépria transformagéo das equacdes hidrodindmicas
em equagbes de diferencas finitas impede que estas descontinuidades possam surgir du-

rante o calculo.

VonNeumann abordou esta dificil questao por meio da introducéo de uma vis-
cosidade artificial que transforma toda descontituidade verdadeira em uma regido de
transi¢cdo, com uma largura da ordem de alguns elementos da rede, e na qual as
varidveis podem sofrer grandes mudancas, porém de forma sempre continua. Sob certo
aspecto, VonNeumann resolveu o problema das descontinuidades através da eliminacio
das proprias descontinuidades. A parte os discutiveis efeitos colaterais que possa provo-
car (v. Capitulo II), o fato é que a solucio de VonNeumann mantém o requisito, para

a sua implementagao, de um nimero muito grande de elementos de integragéo.
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Procuraremos aqui enfrentar a questdo na forma como ela nos é oferecida pela
natureza, reconhecendo que as descontinuidades, no contexto de uma fisica dos meios
continuos, sao reals, e ndo aproximacoes convenientes. Antes de mais nada, devemos
identificar, claramente, a origem da necessidade de um grande nimero de variaveis para

a descricio dos fendémenos hidrodindmicos.

Normalmente, parte-se do Principio da Minima Acio para se obter as equaces
diferenciais parciais que descrevem corretamente wm sistema fisico continuo. Em se-
guida, seleciona-se uma das possiveis formas para as equag¢bes de diferencas finitas
relacionadas aquelas equagdes diferenciais parciais. Note-se a arbitrariedade que neste
altimo passo € introduzida, e cuja razéo de ser nao parece suficientemente justificavel.
Faz-se entdo a hipotese de que o nimero N de pontos da malha é suficientemente grande
para que o conjunto das equacoes de diferencas finitas descreva, através de N incognitas,

uma evolugdo equivalente a das equagbes diferenciais originais,

Nosso objetivo aqui é encontrar um método para a representac¢io dindmica que jai
inclua em sua formulagdo as dificuldades citadas para a descri¢io do sistema fisico e
que elimine a hipétese usual (porém, dificil de ser cumprida) de que a rede contém um
ntimero suficientemente grande de pontos para permitir a correta transicio das equagdes

diferenciais parciais em equagtes de diferencas finitas.

Para tanto, estamos propondo neste trabalho, que o Principio de Hamilton seja uti-
lizado para determinacio, nao s6 das equagdes de evolucao das varidveis, como também,
das préprias equagbes de movimento dos pontos da rede em que as variaveis serfio es-

pecificadas.

Dessa forma, iremos obter certas leis dinamicas que determinarao os movimentos
dos pontos da rede, e que atribuirao um significado definido A expressio “uma regido

dindmicamente importante” , utilizada mais acima.
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Veremos que as posi¢oes dos pontos da rede serdo tratados aqui simultaneamente
e em igualdade de condig¢bes com as varidveis hidrodinamicas convencionais do sistema
ou , dito de outra forma, que as massas (ou densidades, ou outras variaveis dindmicas )
participarao do problema como coordenadas lagrangianas, permitindo uma abordagem

nova para o tratamento dos problemas hidrodinamicos.

Para a questao do numero de pontos da rede, nosso enfoque consiste em estabelecer,
antes de tudo, o verdadeiro grau de conhecimento da realidade fisica em questdo. E
isto € feito através da especificacdo do ntmero N de varidveis, necessario e suficiente,
a descricao do sistema e que deve retratar a quantidade de informacéo efetivamente

disponivel.

Da mesma forma que a hidrodindmica abandona a descrigio pormenorizada do
movimento molecular em favor de uma visdo macroscopica de um sistema fisico, nds
aqui, também, estamos propondo que se renuncie ao conhecimento dos detalhes da
acustica de um problema, de maneira que se possa concentrar a atencido na dinimica
das ondas de choque, porque, estas sim, exercem um papel decisivo na evolugao geral

do sistema.

A partir dessas 1déias escrevemnos a Lagrangeana desse sistema discreto e, do Prin-
cipio da Minima Acao obtivemos dois conjuntos de equagoes diferenciais ordinarias. Um

para as variaveis dinamicas e outro para as coordenadas dos pontos da rede.

Esses dois conjuntos de equagbes diferenciais ordinarias fornecem a evoliugio dinéa-
mica do sistema fisico descrito pelas N variaveis localizadas em N coordenadas e, vale
notar, foram obtidas sem passar por qualquer processo arbitrario de discretizagio de

equagoes diferenciais parciais.

Sé entédo introduzimos a hipotese aproximativa de que nosso sistema discreto a-

presentard uma dindmica tdo préxima daquela de um sistema similar, porém continuo,

8
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quanto maior for N, ou seja, quanto maior for a nossa capacidade de detalhar o problema

proposto.

O contexto onde se insere nossa proposta estd explicitado no Capitulo 11, onde a-
presentamos um estudo da mecanica dos fluidos — desde a analise das premissas basicas
da representacao dos problemas hidrodinamicos, incluindo a transicdo da acistica para
a regiao dos fendmenos nao-lineares e ultra-soénicos — assim como os métodos e abor-

dagens para o tratamento da formagao e propagacao de descontinuidades.

As pesquisas nessa drea resultam de progressos relativamente recentes no dominio
das temperaturas ultra-altas em meios submetidos a pressOes e velocidades extremas.
Tais condi¢oes sdo encontradas, por exemplo, nas ondas de choque resultantes de explo-
soes nucleares, no v6o supersonico, em descargas elétricas na atmosfera e, o que nos diz
mais respeito, nas explostes de supernovas. As dificuldades ai encontradas sdo tais que
inviabilizam a aplicacdo imediata das abordagens convencionais da Fisica-Matemadtica,

. ~ , . . - ~ . .« .
pelas quais os fenomenos fisicos poderiam ser preditos com base em equagtes diferenciais

parcials, sujeitas as condi¢ées de contorno e condigdes iniciais.

A pseudo-viscosidade de VonNeumann, por ter sido a primeira proposta de solugéo
e devido ao uso consagrado, € discutida em maiores detalhes. A facilidade e simplici-
dade de mmplementacao desse esquema siao as causas de sua larga utilizacdo. Por isso
mesmo ¢ que certas desvantagens desse esquema tém sido alvo de continuados esforcos
na pesquisa de procedimentos mais precisos e elegantes. Estreitamente relacionados a
esse método, sdo também analisados os enfoques, posteriormente propostos, nos quais
a suavizacao das descontinuidades é realizada através da introdugéo de termos de di-
fusdio. Nesta categoria incluimos ainda os chamados métodos de linear hibridizagao.

Essas abordagens utilizam os erros numeéricos de truncamento dos termos de mais alta



Introducdo Cap. I

ordem das séries que d&o origem as equagbes de diferencas finitas para obter o mesmo

efeito.

Apresentamos também a abordagem de Godunov para o tratamento das ondas
de choque porque, apesar de ser pouco conhecido no Ocidente, tem a sua importancia
devido ao fato de atacar o problema de frente, mantendo suas caracteristicas nao-lineares
e sem a introdugéo de artificios néo fisicos. Além disso, é, até hoje, o inico método

realmente alternativo ao de VonNeumann.

A importancia das ondas de choque em exploses de supernovas é discutida no
Capitulo III onde apresentamos, como subsidio, um resumo da teoria de supernovas.
Examinamos as questoes fisicas mais relevantes que vao das condigoes fisicas reinantes
em uma pPré-supernova a andlise dos problemas relacionados & correta descrigio da

explosio em simulagdes computacionais.

Discutimos também, nesse capitulo, o modelo de explosido de supernova por uma
lagrangiana efetiva. Os resultados alcan¢ados com esse modelo motivaram nossas pes-
quisas e, além disso, nele estao contidas as 1déias gerais e a doutrina bésica que vieram

a nortear o desenvolvimento do presente trabalho.

O formalismo hidrodinamico de poucas variaveis, objeto central deste trabalho,
¢ apresentado no capitulo IV, onde discutimos as razoes fisicas das dificuldades que
surgem quando da integra¢io numeérica de problemas hidrodinamicos e, com base nelas,
estabelecemos os preceitos dos quais decorre a solu¢io aqui proposta. O mecanismo de
transferéncia de massa, caracteristica singular de nosso modelo, é introduzido e anali-
sado. Examinamos de que maneira essa transferéncia é capaz de evitar o aparecimento
das oscilagbes numéricas espurias, permitindo que a integracio se desenrole de forma in-

teiramente consistente. Escrevemos a lagrangiana correspondente a uma configuracio de

10
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urn nicleo estelar de pré-supernova e deduzimos explicitamente as equacoes de evolucao

para os sistemas esféricos unidimensionais.

No Capitulo V aplicamos o formalismo ao calculo de explosées de supernovas e
analisamos as fases de colapso e expansfio do niicleo estelar, obtendo uma descricao
detalhada da formacéo da onda de choque causadora da exploséo colossal. As simulagoes
numeéricas realizadas mostram que o método é eficaz para descrigio global dessa classe
de fendmenos criticos. As equagbes sao particularmente estiaveis nas regides em que
as variaveis apresentam gradientes muito acentuados ou mesmo descontinuidades. Por
tltimo discutimos as limitagbes do método e estabelecemos as linhas e perspectivas de

desenvol virnento.
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CAPITULO II — HIDRODINAMICA

O Problema de Riemann

Pseudo-viscosidade de VonNeumann

Método de Godunov
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O PROBLEMA DE RIEMANN

Existem basicamente duas formas de tratar os fendmenos da mecanica dos fuidos

que s&o as assim chamadas representagfo de Euler e representacio de Lagrange 1.

Na descrigao de Euler, as varidveis hidrodinimicas do problema sio descritas por
seus valores assumidos em pontos previamente especificados. E assim necessdrio for-
mar uma rede espacial de pontos nos quais serdo medidas ou especificadas as varidveis
hidrodinamicas. Nesse enfoque, a Hidrodindmica é descrita através de uma Teoria de
Campo, da mesma forma que a Eletrodinamica de Maxwell, na qual busca-se uma,
descri¢o do campo escalar de pressdes ou do campo vetorial de velocidades, etc. As
equagoes que determinam a evolucao das varidveis sio obtidas do Principio de Hamilton,
enquanto que os pontos em que as varidveis s&o descritas sao determinados a priori, e

em geral como uma rede de pontos fixos a algum sistema de coordenadas externo.

1 A bem da verdade histérica, vale dizer, ambos sio devidos a Euler.
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O segundo enfoque, o de Lagrange, procura descrever a dinimica do sistema por
meio dos valores assumidos pelas varidveis em pontos soliddrios ao meio. Assim, toma-se
particulas de prova ou elementos de volume e, procura-se obter a evolugao desses pontos.
A especificagdo da trajetéria dos pontos de prova, bem como o valor das varidveis
hidrodinamicas a eles associadas fornece a descrigio do problema. Nessa descricio de
Lagrange, o Principio de Hamilton é usado para se obter as equagoes de evolucdo das
varidveis do problema. Porém, a posigio dos pontos em que as varidveis serdo descritas &

predeterminada, arbitrariamente, como coordenadas co-moventes com o meio material.

As coordenadas lagrangianas sao particularmente convenientes em problemas unidi-
mensionais e tém sido tradicionalmente adotadas em cdlculos de explosdes de supernovas

(v.e. Baumgarte, et al., 1995).

Se tomarmos por coordenada lagrangiana a posi¢iio inicial ( de uma particula,

entao, a conservacao da massa nos impoe:

( = ;’Pt;'dxs (21)

A propria equagdo da continuidade, reescrita nesses termos e em funcio do volume

especifico V = 1/p, e do campo de velocidades u é:

19V Ou
—_—— = . 2.2
Vo ot 8¢ 22)
A equag8o do movimento se escreve como:
Ju dp
— = V= 2.3

onde p € a pressdo do fluido.
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Quira possibilidade é considerar a massa integrada como variivel lagrangianal.

Para esse caso, temos:

m = /: pdz. (2.4)

o

e a equagdo da continuidade fica:

AV du

s (2)
E a equagdo do momento:

Su  Op

B = om (2:6)

Iremos considerar, nos calculos hidrodindmicos que se seguem, que essas derivadas
temporais sdo totais, na medida em que as particulas de prova sio co-moventes com o

fluido.

As ondas sonoras lineares ou infinitesimais transmitem momento e energia que se
propagam com velocidade que independe da amplitude ou do comprimento de onda.
Tais ondas apresentam dispersio nula e propagacio sem distor¢io e nio podemm oferecer
um mecanismo de concentragdo espacial de energia. Isto decorre do cariter linear das
equagdes hidrodindmicas que descrevem o problema acistico e que sé é valido no limite

de amplitudes infinitesimais.

As equagoes hidrodinamicas que descrevem a propagacio das ondas sonoras sio
linearizagbes para o caso limite em que as mudancas de densidade Ap e pressio Ap

sa0 muito menores do que os valores médios de py e pg, € em que a velocidade u das

1 Essa é a opgio adotada nos desenvolvimentos apresentados no Capitulo IV.
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particulas do fluido é bem menor do que a velocidade do som no meio. Sob essas

condigbes e no caso unidimensional, a equacio da continuidade toma a forma:

dp Ju
% P (27)
E a equagao do movimento:
du  dp
E T i 28

Como estamos supondo que as perturbag¢des provocadas pela onda sonora séo de
pequena amplitude, é natural considerar uma evolugio isentrépica para o movimento

do gas, e portanto:

0 7] 0A
9 _ (o) 094p (2.9)
Oz op), Oz

Onde relacionamos a variagéo da pressdo a uma variagio da densidade através da

derivada isentrépica. Das equacdes (2.8) e (2.9) temos:

du dp\ 90Ap

Com o intuito de eliminar a varidvel u e obter a equagao de onda para a mudanga
de densidade, derivamos a equagdo (2.7) no tempo e a equagio (2.10) no espaco de

maneira que, apds a eliminac¢iio da derivada cruzada d?u/dtdz, ficamos com:

& Ap _ [ dp\ d&*hp

Uma equagéo diferencial parcial desse tipo admite duas familias de solucdes gerais:
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Ap=»Op(z —ct) : Ap=2»2p(z +et),
Ap=Ap(z —ct) , Ap=Ap(z + ct), (2.12)
Au = Au(z — ct) , Au = Au(z + ct),

, .
onde ¢ € a raiz

e denota a velocidade de propaga¢do no meio. A equagio de onda. pode entdo ser escrita

na forma:

d2A £A
6t2p = 6$2"". (2.14)

Observando que (d /dt) = —¢(d /dz) para ondas progressivase (d /dt) = o(d /dz)

para ondas retrogradas, escrevemos:

Ap:%ofl (m—ct)+i—0f2(:c+ct), (2.15)

u=fi(z—ct)— fo(z+ct), (2.16)

onde f; e f; sdo fungbes completamente arbitrérias de seus argumentos mas que podem

ser determinadas a partir das condicdes iniciais em densidade e velocidade:
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fi= (iAM@m+u@ﬁ0,

SR

(2.17)

ﬁz%(iAm@ﬁ%m@ﬁO.

Mesmo para ondas de pequena amplitude a aproximagio linear é ainda vélida,
pois os mecanismos de atenuacdo da onda mascaram a dispersio existente dissipando
a onda antes mesmo que os efeitos de dispersdo possam se manifestar. Por outro lado,
rigorosamente, toda onda actstica evolui para formar uma frente de onda de choque.
Isto porque a velocidade de propagacéo nunca ¢ estritamente independente da amplitude
e a crista apresenta sempre uma velocidade de propagagao ligeiramente maior do que o

cavado, implicando na superposigao da onda sobre si mesma.

Assim, devido 2 dispersdo, uma onda acistica real sofre alteragio de forma e
acimulo de energia na crista. Ocorre no entanto que, devido & atenuagio sempre pre-

sente, a prépria onda serd destruida antes que a deformacio se torne significativa.

Para um movimento arbitrario do gds, a equacio de continuidade se escreve da

forma.

dp du

Como p esta relacionado pela equagao termodindmica p = p(p,S) & pressio e

entropia e, desde que dS/dt = 0, (evolugao adiabética), teremos:
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Zo(2) 2 (2) L 14
at_(ap>sdt+(85 , dt T 2d (2.19)

De maneira que a equagao da continuidade pode ser escrita como:

1\ dp u \ dp du
(ﬁ_’f;) a + (;)E) dr + CE =0. (2.20)

Que combinada com a equacio do movimento,

du du 1\ dp
- bkl ) E = 2.21
dt+ud:c+(p) dz 0 ( )
permite obter:
du du 1Y /dp dp\ _
(d—t tute) d_> - (p—) (d_t Flute) d_) =0, (2.22)
du du 1 dp dp .
or —e)— - =) —c) = | = 0. 2.2
(dt+(u c)d;c) (pc) (dt+(u c)d:c> 0 (223)

Para fluidos isentrépicos, as varidveis p, p e ¢ estio univocamente relacionadas:

p=rp), p = p(p), c=c(p), (2.24)

e as duas ultimas equacgoes se tornam:
DJ; =0 ao longo da trajetéria dz/dt = u +c

c
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DJ_ =0 ao longo da trajetéria dz/dt = u — c.

Onde J4 e J_ sao os invariantes de Riemann:

Jt :u—}—f(—l—) dp e J_:u—/.(i) dp. (2.25)

pc pc

Assim, para as trajetérias dz/dt = u + c e dz/dt = u — ¢, chamadas de carac-
ter{sticas, os correspondentes invariantes de Riemann sio constantes. As equacdes (2.24)
mostram que a pressao, a densidade, e quaisquer outras variaveis termodinidmicas sé
podem ser funcdo da velocidade do fluido, nao podendo depender explicitamente de

e t. Consequentemente, p = p(u) e ¢ = c(u), ete.

Enquanto uma onda isolada de pequena amplitude se propaga com forma e veloci-
dade invaridveis, para a situagao mais geral que estamos aqui tratando, uma varidvel
termodindmica evolui com uma velocidade que depende do préprio valor da varidvel.
Isto resulta da néo-linearidade das equa¢des. Dessa maneira, com a propagacio, a onda
apresentard uma distor¢ao da forma, a menos que seja atenuada antes que o efeito possa

se manifestar plenamente.

Por outro lado, a partir de uma certa amplitude passa a ocorrer que a escala de
tempo da distor¢@o se torna menor do que a da dissipacdao. Para tanto basta que as
Hutuagoes em pressao sejam da ordem da presséo média no meio (dp << p). Sob essas
circunsténcias, durante a propagacio, ocorre o aumento da crista que gradativamente
incrementa a velocidade e se adianta em relaciio ao restante da onda. Ainda os mecanis-
mos de dissipagdo irdo ao final atenuar a onda mas, antes disto, havera tempo para uma
mudanga qualitativa, com o surgimento de uma frente de choque cada vez mais abrupta
que se propaga com velocidades supersénicas (V. Figura 2.1). Atras dessa frente forma-

se um patamar onde sio encontradas elevadas temperatura e pressfo. Mais atras desse
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patamar ocorre a regidao de onda de rarefacio em que a amplitude cai lentamente e em
que as velocidades de propagacéo sdo menores. Com isso, aos poucos a onda ird se

dispersando, aumentando a largura e diminuindo a amplitude.

b p P
T=0 T=1
x x
e £
T=2 T=3
x b 4

Figura: 2.1. Diagrama da sobreposi¢io da onda de amplitude finita sobre si
mesma, de acordo com a teoria nio linear. P é a pressio e X é a coorde-
nada espacial em unidades arbitrdrias. Em (a) esti representada a condicio
inicial. Os efeitos da dispersio jd sdo bem visiveis em (b). No instante (c) a

descontinuidade estd plenamente formada.

A regiao da onda que vai da crista ao patamar é da maior importancia para o estudo
de mecanismos de transferéncia de energia, pois é onde ocorre uma alta concentracio
de momento e energia e onde se desenrolam fenémenos de grande interesse para muitas

dreas do conhecimento e, particularmente, para a descricio de explosdes de supernovas.

21



Hidrodinamica Cap. II

Deve-se notar que a transi¢io de onda actistica para onda de choque é na verdade
gradual. Os mecanismos de dispersio e dissipacio estio sempre presentes em ondas reais
de amplitude finita. Assim, o cardter de onda actstica ou onda de choque estd rela-
cionado & precisdo com que se examina o problema pois, estritamente falando, nenhuma

onda real é rigorosamente sénica.

As equagdes hidrodindmicas que descrevem a propagagao de uma perturbagao num
meio ndo viscoso e ndo condutor incluem um cardter nao-linear que leva, conforme

vimos, a formagio de uma frente de onda cada vez mas abrupta.

E interessante observar como um meio continuo regido pelas equacdes diferenciais
parciais da Hidrodinamica é capaz de evoluir naturalmente para uma descontinuidade
matematica. Normalmente, somos nés que introduzimos uma descontinuidade como
um conceito aproximativo ou simplificador da realidade, enquanto que, aqui, é a Fisica

Clédssica e a Matemética que impdem como resultado a formacao da descontinuidade.

A existéncia de descontinuidades ndo determina o cardter de onda de choque, pois
estas podem também comparecer em ondas actsticas de pequena amplitude. Além
disso, descontinuidades s6 surgem em ondas néo lineares de grande amplitude apos os

estdgios iniclais de actimulo da frente de onda.

Em ondas lineares as descontinuidades podem, eventualmente, ser introduzidas
artificialmente como uma aproximacio ou simplificacio da realidade. J4 em ondas
de amplitude finita, a evolug¢io normal prescrita pelas equacdes hidrodinamicas para
meios nao viscosos, néo condutores, conduz & formacio da descontinuidade no sentido

matematico rigoroso do termo.

Entretanto, do ponto de vista microscépico, a descontinuidade das ondas de choque

também € uma aproximacéo & realidade fisica, simplesmente porque as equacgoes hidro-
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dindmicas para um meio material nfio viscoso e ndo condutor nio poderiam mesmo

descrever a natureza corpuscular da matéria.

A introdugao da condutividade e da viscosidade nas equacdes faz com que a des-
continuidade seja substituida por uma estreita faixa de transigio, da ordem de um livre
caminho médio, na qual as varidveis do problema apresentam um gradiente muito acen-
tuado. No limite de viscosidade e condutividade nulas, o que significa ignorar a natureza

molecular, essa regido de transigio degenera para uma descontinuidade verdadeira.

Seja na forma de uma estreita faixa de acentuado gradiente, seja na forma de uma
completa descontinuidade, vale notar que a frente de uma onda de choqué, seguida
de um patamar nio representa um caso particular ou uma aproximagao para situagoes
especificas. Essaforma é o resultado natural da evolucio do movimento ondulatério com
amplitudes finitas. Se os mecanismos de viscosidade e condutividade n#o forem incluidos
na descrigao fisica do problema, entfo nfo se deve esperar obter a estrutura da camada
de transicdo da frente de onda. Na verdade, tal impossibilidade estende-se também
a prépria determinagéo da largura da camada , uma vez que nenhum comprimento

caracteristico poderia surgir de uma teoria assim formulada.

Qualquer tentativa de encontrar uma solugéo continua para um problema em que
a amplitude da perturbacdo néo estd limitada a valores infinitesimais leva, sem divida

a resultados nao-fisicos.

Examinemos o caso de um gés, néo condutor de calor e nio viscoso, impulsionado
por um pistéo. Consideremos que o fluido est4 inicialmente em repouso e que a densidade
Po € a pressao pg sao constantes. A partir do instante ¢ = 0 o pistio se pde em movimento
para a direita (v. Figura 2.2), com velocidade u constante. As constantes fisicas que
intervém originam-se das propriedades termodindmicas do gés, as quais nio permitem

a determinagfio de uma quantidade com a dimensio de comprimento. Nio pode haver
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portanto um comprimento caracteristico na solugdo. Segue dai que o problema é auto-
similar. A dnica solugio possivel deve satisfazer as condigdes de contorno na interface,
desde o instante ¢ = 0, sendo que as densidades séo obrigatoriamente constantes para

cada lado da interface.

4
4
T=0, u=0
>
0 X
44
Y
v
7 4
2 T
4
v
7
. A >
0 ut bt X
vy
7
"
7
A
4
% T>0
% u=0
1 4 b
0 Dt X

Figura: 2.2. A produgéo de uma onda de chogue por mecio de um pistio que
parte do repouso em (a) ¢ se move para a direita com velocidade constante.
Num tempo t posterior, o perfil de densidades é apresertado em (b) e o de
velocidades do fluido em (¢). D é a velocidade de propagagio da onda de

choque com relagiao ao meio nio perturbado.

Observe-se que as leis de conservacao que descrevem a dindmica de um fluido njo
condutor e nfo viscoso prescindem da continuidade das varidveis e podem ser utilizadas

para tratar uma descontinuidade como a da onda de choque. As leis de conservacio
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da massa, momento e energia para um fluido ndo-viscoso e nao-condutor, expressas 1na,

forma de equagdes diferenciais, sao:

dlp) _  d{pu)
dt — de (2.26)
dlpu) _ dlp+ pu’)
I i (220
a’(pe+p%) d{pu (e+y’;+§)]
= =— . . (2.28)

Essas relagoes ndo contém qualquer referéncia aos mecanismos de dissipacio e,
apesar disso, sdo capazes de descrever a passagem de uma descontinuidade como a da
onda de choque. Mesmo a entropia poderd ser obtida com todo o rigor, como veremos.
Note-se que uma onda de choque é um fenémeno irreversivel capaz de gerar grandes
quantidades de entropia e que, mesmo sem especificarmos o processo dissipativo, ainda

assim, poderemos obter os seus valores corretamente.

Isto porque tratamos a frente como uma descontinuidade, sem nos ater aos detalhes
da camada de transi¢do, para os quais é necessdrio um tratamento microsedpico, com
a introdugho dos mecanismos especificos de dissipagio. No entanto, apesar de nao
descrever a transicdo, ainda assim, os valores inicias e finais das varidveis, incluidos

entre eles os valores da entropia, sdo completamente rigorosos.

Inversamente, uma camada de transicio onde as varidveis fossem continuas e a-
presentassem um acentuado gradiente nao poderia ser descrita por aquelas leis de con-
servacao, visto que exigem entropia constante (fluxo adiabdtico). Sabemos, de antemio,

que a entropia assume valores muito diferentes antes e depois da frente de choque.

25



Hidrodinamica Cap. IT

Integrando as leis de conservagéo no interior da superficie que envolve a descon-

tinuidade, obtemos:

P11 = potio, (2.29)

P+ prua® =po +uo?, (2.30)

w2 ug?
R L R
1

, " ; . (2.31)

Os valores da entropia sdo obtidos da equagio de estado da matéria, S = S(P, V).

E com a equagio de energia E = E(P,V), podemos escrever a relacdo de Hugoniot:

P, = H(V1, Py, V). (2.32)

Note-se que, enquanto as curvas adiabdtica e isotérmica apresentam um tnico
parametro (a entropia), a curva de Hugoniot exige dois pardmetros (Py e V,) para

a sua completa defini¢fio.

Conforme discutido anteriormente, o aumento de entropia durante a passagem da
onda fica definido somente pelas leis de conservagio de massa, momento e energia, sem
referéncia aos mecanismos de dissipagio. A introdugio dos processos dissipativos néo
alteraria os valores iniciais e finais da entropia, mas permitiria um detalhamento da
estreita faixa de transigio. Esse exame microscépico do problema é irrelevante para

este trabalho e por isso, daqui por diante, nos restringiremos & descricio macroscépica.

O diagrama PV de uma curva de Hugoniot evidencia algumas relacdes tedricas

que governain a evolugao e propagagio de uma onda de choque. Consideremos que um
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fluido evolua do estado A(F, ;) para o estado B(P;,V;) em decorréncia da passagem

de uma frente de uma onda de choque.

Vb Va v

Figura: 2.8. Diagrama de Hugoniot-Rankine. H & a curva de Hugoniot, A
¢ a adiabdtica. Os estados representados pelos pontos a e b correspondem
respectivamente os estados inicial e final do gds ao sofrer uma compressio de

choque.

A forma geral da curva Hugoniot (H), tragada na Figura (2.3), é tipica da gene-
ralidae dos meios materiais e se caracteriza por d?p/dv; > 0 em todas as regides. O
segmento da curva H, que vai do ponto @ ao ponto b, nio deve ser confundido com a
trajetéria do gas no diagrama PV ao evoluir do estado inicial @ para o estado final b.
Essa trajetoria pode ser definida e tragada no diagrama PV, mas nao se relaciona 2

curva H, e 86 pode ser estabelecida no contexto de uma teoria microscépica que, como
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ja dissemos, exige a introducdo dos mecanismos de dissipacio. A curva de Hugoniot,
por outro lado, deve ser entendida simplesmente como um relacionamento teérico entre
P e V), que determinam os possiveis estados finais, como funciio do estado inicial
especificado por P, e V,. As equagdes (2.28 a 2.30) permitem escrever a velocidade de

propagacio da descontinuidade no meio:

D* =V (p1 — po)/ (Vo - VA1), (2.33)

que corresponde no gréfico & inclinacéo da reta ab. Daqui se conclui que a tangente &
curva de Hugoniot pode ser obtida fazendo a = b e, nesse caso, a inclinacio da reta AB
¢ igual a velocidade do som no meio nio perturbado. Segue que, no limite, as ondas de
choque de pequena intensidade se propagam com a velocidade do som e que a curva de
Hugoniot se confunde com a adiabética que passa pelo ponto a. Pode-se mostrar que

essa tangéncia € de segunda ordem pois, na verdade, também as derivadas segundas sio
iguals nesse ponto.

As relacoes entre as varidveis de fluxo em ambos os lados da descontinuidade foram
até aqui obtidas sob a hipétese de que a descontinuidade é estavel. Porém, tais varidveis
poderiam, na verdade, assumir quaisquer outros valores que nio restritos a qualquer
relacionamento tedrico entre si, desde que se elimine a hipdtese de estabilidade da des-
continuidade. Para valores arbitrarios dessas quantidades, a descontinuidade teria que,
obrigatoriamente, se desmembrar numa das trés possibilidades formadas por ondas que

se afastam da descontinuidade original (Courant e Friedrichs, 1956):
a)- Duas ondas de choque;
b)- Uma onda de choque e uma onda de rarefagio;

¢)- Duas ondas de rarefacio.
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Esse tipo de descontinuidade inicial, chamada de descontinuidade arbitriria, em
oposi¢ao & descontinuidade estével tratada anteriormente, ocorre, por exemplo, quando
do encontro de duas ondas de choque que se propagam em sentidos opostos. Nesse
instante os valores dos dois lados da descontinuidade néo mais estarfio restritos pelas
relagdes (2.28 a 2.30). Apds a colisio, o movimento do gds também nio seré descrito pela
propagacio de uma tinica descontinuidade, mas sim por uma daquelas trés possibilidades

citadas.

Considere um gés que no instante inicial, ¢ = 0, encontra-se, do lado esquerdo de
uma descontinuidade localizada em & = 0, no estado homogéneo, descrito por ug, po, T
e po; e do lado direito, também homogéne, especificado por u1, p1, 7 ¢ p;. Também a

composi¢ao quimica pode ser diferente nos dois lados.

Uma vez que néo existe neste problema uma escala de comprimento ou de tempo,
a solucéo deve ser descrita por fungdes da razdo z/t. O fluido, entdo, necessariamente
apresenta uma evolugéo anto-similar e, como tal, estd restrito a trés tipos de regides:

ondas de rarefagdo, regides uniformes e descontinuidades de choque.

A auto-similaridade do problema imp6e ainda uma posterior restrigio: a solugio sé
pode ser construida sobre duas ondas, que se propagam em sentidos opostos e que tanto
podem ser, independentemente, de rarefagiio ou de choque. Qualquer outra possibilidade
acarretaria, mais cedo ou mais tarde, a superposicao das duas ondas, o que determinaria

um tempo e uma posi¢do especificos, contrariando a condicio de auto-similaridade.

Um método geral para a solucio analitica desse problema, para um politrépico
qualquer, pode ser encontrado em Courant e Friedrichs (1956). O tratamento para um
fluido qualquer exige algoritmos numeéricos como os apresentados em Van Leer (1979)

ou em Collela ¢ Glaz (1985).
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Figura: 2.4. Os estados acessiveis aos gases que inicialmente se encontram nos
poatos A e B do diagrama PV, Ha4Ae HgB representam as curvas de
Hugoniot e SAA e SBB as adiabiticas que passa por A e B, respectiva-
mente. A regido I corresponde a solugao ditada por duas ondas de choque; IT

a uma onda de chogue e uma onda de rarefagho; III a duas ondas de rarefagio.

Além dos grificos (P,V), é conveniente tratar esse problema com os diagramas
(P,u) nos quais a pressio P é tragada contra a velocidade do gés no sistema de coor-

denadas do laboratério.

A relacdo de Hugoniot pode ser reescrita para estabelecer um relacionamento fun-
cional entre a presséo e a velocidade do meio depois da passagem da onda de choque.
Da mesma forma, em virtude da constancia do invariante de Riemann (v.e. eq. 2.18),

a pressao, numa onda de rarefacao fica univocamente relacionada 3 velocidade.
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Figura: 2.5. Diagrama P, U para as trés possibilidades de desmembramento de
uma descontinnidade arbitraria. H sio curvas de Hugoniot e S sio adiabiti-

cas.

Os trés casos possivels de evolugao apds o desmembramento de uma descontinuidade
arbitraria podem ser identificados na Figura (2.4). H3 A ¢ Hp B representam os estados
resultantes de uma compressdo de choque sobre os gases que inicialmente se encon-
travam, respectivamente, nos estados A e B. Hssas curvas séo extendidas, no caso de
uma onda de rarefagio, pelas adiabéticas de Poisson S44 e SgB. As curvas completas

H4AS 4 e HgBSp representam entdo todos os estados acessiveis aos dois gases.

A conveniéncia do do diagrama (P,u) para a descricdo do desmembramento da
descontinuidade estd em que, para cada elemento de solucio, as pressées e velocidades,

no estado final, sdo idénticas dos dois lados de cada interface. Os dois estados ficam,
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Figura: 2.6, O desmembramento de nma descontinuidade arbitrdria por

uma combinagao de descontinuidades de chogue, ondas de rarefagio, e regides

planas.

entao, representados no diagrama da Figura (2.5) por um mesmo ponto. Nessa figura A
representa o estado de um gés que inicialmente estd sujeito a uma alta pressao, e B um
gés a uma pressdo mais baixa. Para todos aqueles estados finais em que a pressio Py é
maior do que P4 a descontinuidade inicial ird decair para duas ondas de choque. Isto
corresponde a regido a da Figura (2.4) e estd representado pelo diagrama o da Figura
(2.5). Se as condi¢des de velocidades iniciais forem tais que a pressio P; do estado final
for intermedidria entre P4 e Pp, 0 gas evoluird como em # da Figura (2.5) através de
uma adiabética e de uma curva de Hugoniot. Finalmente, se j4 no instante inicial os

dois gases estiverem se afastando um do outro, entédo, serfo originadas duas ondas de
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X

Figura: 2.7. As varias regides em que se divide o gds apés o desmembramento
da descontinuidade no problema de tubo de chogune. Em I o gds esta sob
alta pressdo. Il representa a onda de rarefagio. Na regido 1II temos um gds
rarefeito que esti & mesma pressio e velocidade que o gas da regido IV. O gis

ainda n&ao receben o impacto da oenda de choque na regiao V.

rarefacdo, como em v da Figura (2.5), e a pressao do estado final devers ficar abaixo de

Pg, parte inferior da Figura (2.4).

Um exemplo de condigdes iniciais para um gas inicialmente em repouso no sistema
do laboratorio estd representado na Figura (2.6). As duas regides homogéneas sio
inicialmente separadas por uma descontinuidade arbitrdria. A solugio é obtida por
uma combina¢ao dos trés elementos possiveis: regides homogéneas, descontinuidades de

choque, ondas de rarefagio.
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As regiGes indicadas por nimeros romanos de I a V da Figura (2.6) estdo repre-
sentadas no diagrama de Riemann da Figura (2.7). A linha tracejada entre III e IV
representa uma descontinuidade de contato onde as pressdes e velocidades sdo iguais
dos dois lados da descontinuidade. As temperaturas e densidades sfio em geral dife-
rentes entre os dois lados desse tipo de descontinuidade. As regido I, IIL, TV e V sio
homogéneas em P, p e T. Na regiao II, correspondente & onda de rarefacio, nenhuma
das variaveis € constante, € o campo de velocidades é, no caso plano, uma funcio linear

das coordenadas.
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11-2 PSEUDO-VISCOSIDADE DE VONNEUMANN

A integragdo numeérica de um problema hidrodinamico exige a transformacio das
equagoes diferenciais em equagdes de diferencas finitas e pressupde uma variacao suave
das variaveis. No caso de uma variaco répida, porém continua, a primeira e mais sim-
ples abordagem é aumentar o nimero de pontos utilizados para a descri¢ao do problema
fisico de forma a encurtar a distincia entre pontos consecut'ivos da malha. Entretanto,
como veremos, frequentemente néo basta diminuir o espacamento da rede para resolver

o problema.

Na natureza ndo sao frequentes as variagdes abruptas das varidveis e ainda menos
descontinuidades, e por isso esse tipo de questio nio costuma surgir durante a integracao

das equagdes hidrodindmicas de problemas fisicos mais comuns.

Entretanto, existem muitas excecoes. A evolucio de ondas actisticas normais pode,

por exemplo, fazer com que a frente de onda tome uma forma cada vez mais abrupta até
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a completa constitui¢ao de uma descontinuidade e formagéo de uma onda de choque.
Nessa situagao, se estivermos considerando o meio material como um meio continuo, a

descontinuidade sera completa no sentido matemdatico mais rigoroso do termo.

Essa descontinuidade sé nao serd total se levarmos em conta a natureza atdmica
da matéria na descri¢ido do problema fisico, quando entéo torna-se claro que a faixa de
transicao devera apresentar uma largura de, pelo menos, um livre caminho médio das
particulas do melo. A estrutura corpuscular é introduzida nas equagoes hidrodindmicas

através dos termos de viscosidade e condugio de calor.

De qualquer forma, do ponto de vista da integra¢do numérica, estaremos frente
.n C e e . , .
a uma regifo de transi¢io tdo aguda que ndo serd absolutamente vidvel aumentar o

numero de camadas para contornar o problema.

A solucao natural para tratar as regides onde ocorre uma frente de choque é esta-
belecer as condigoes de contérno exigidas pelas equagdes diferenciais para os ambos os
lados da superficie da descontinuidade. Essas condi¢oes de contorno sdo ditadas pelas
equagotes de Hugoniot-Rankine, e sfo expressées matematicas das leis de conservagio

da massa, momento e energia naquela superficie.

No entanto, a aplicagdo dessas condig¢oes apresenta certas dificuldades desde que
as frentes de choque estdo em movimento com relagao & rede de pontos utilizada para
a descricao do problema. E isto acontece, seja. numa descricao de Euler, seja na de

Lagrange.

Além do mais, o movimento dessas superficies de choque néo pode ser conhecido
priori, pois dependem da evolucéo prescrita pelas equagoes diferenciais e das condigdes

de contérno que, vale notar, nao séo lineares.
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Usualmente torna-se necessirio aplicar o método da tentativa e erro até se con-
seguir a descri¢do do problema com a particularizacio de todas as frentes de choque,
aonde e quando ocorrem. Em consequéncia, para a descri¢io numérica de problemas
hidrodinamicos em que podem ocorrer ondas de choque, os célculos se tornam ex-
tremamente longos, complicados ou mesmo proibitivos, mesmo para os mais rapidos

computadores.

E, ainda assim, parte importante da evolucio dinAmica do sistema sera afetada
seriamente, e de uma forma difi¢il de estimar em todas as situacées, uma vez que nao
nos é possivel acompanhar a mudanga extrema que ocorre quando da transicio de onda

de grande intensidade para descontinuidade verdadeira.

Estas questoes se tornaram vitais durante a 2a. Guerra Mundial para o grupo
de trabalho de Los Alam'os, pois nao havia entdo um método para o tratamento au-
tomatico dos problemas hidrodinamicos, onde as ondas de choque pudessem ocorrer,
e ser tratadas, de forma natural, e no qual fosse eliminada a necessidade de aplicagéo
de condigdes de contérno particulares. Fazia-se necessério descrever, com a precisao
que fosse requerida, toda a evolugdo hidrodinadmica das varidveis, mesmo na presenga
de descontinuidades, e dessa forma poder incluir, correta e automaticamente, todas as

frentes de choque, sempre e quando estas surgissem.

Na Figura (2.8) estd representada a evolucio tedrica e a resultante da integracao
numérica das equacdes da hidrodinamica. No lugar de uma evolucéo ordenada, conforme

seria de se esperar, o que se obtém é um movimento oscilatério anémalo.

A solugao apresentada por Neumann e Richtmyer num trabalho cldssico, e publica-
da em 1950 no Journal of Applied Physics, consiste em incluir uma viscosidade artificial,

ou pseudo-viscosidade, nas equac¢des hidrodinamicas.
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Figura: 2.8. Integragio das equagdes da hidrodinimica, na sua forma plerna, e
sem incluir viscosidade artificial. A onda de choque plana estd se propagagando
para a direita no interior de um tubo de choque. A linha horizontal continua
corresponde 4 solugdo tedrica. P é a pressio e X é a coordenada espacial, em

unidades arbitrdrias. Extraido de Richtmyer (1957).

A proposta tira proveito do conhecido efeito dos mecanismos dissipativos em sua-
vizar a forma da frente de onda de choque, sem no entanto alterar significativamente
os valores iniciais e finais da entropia, pressio e campo de velocidade, etc, quando da

passagem de uma onda. de choque.

Para tanto, eles escolheram e ajustaram uma férmula conveniente para essa pseu-
do-viscosidade de maneira que a descontinuidade (na verdade, uma. camada de transicao
extremamente fina, da ordem de um livre caminho médio) fosse substituida por uma

faixa de transi¢do da largura de alguns espagamentos da rede da malha computacional.
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Assim, as equagbes discretizadas de Euler ou de Lagrange, uma vez modificadas

pela introdugdo da viscosidade artificial poderiam ser utilizadas para descrever toda a

evolucao do quadro fisico, da mesma forma como o fazem quando da auséncia de ondas

de choque.

Uma vez que a pseudo-viscosidade é introduzida nas equagdes por razdes puramente

matemadticas, a expressdo da for¢a por ela originada pode ser tomada como qualquer

fung¢io conveniente das varidveis hidrodinamicas ou de suas derivadas, e deve satisfazer

0s seguintes requisitos:

a)-

b)-

As solugbes das equagbes da hidrodindmica néo devem mais apresentar descon-

tinuidades.

A espessura das frente de choque deve ser sempre maior (ou pelo menos da mesma
ordem) que o passo espacial de integracdo usado no céleulo numérico. Esse requisito
deve ser satisfeito sempre, independentemente da intensidade do choque ou das

propriedades termodinamicas do meio material.

Os efeitos da pseudo-viscosidade devem ser despreziveis para todas as regides, ex-

ceto nas proximidades das camadas de transicao das frentes de choque.

As leis de conservag@o de massa momento e energia devem valer quando todas as
dimensées que caracterizam o fluido forem muito maiores do que a espessura da

frente de choque.

Entre as vérias possibilidades que satisfazem os requisitos acima enumerados, Neu-

mann e Richtmyer selecionaram a expressio:

(D102,
V Oz 8z

(2.34)
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onde ¢ é uma constante adimensional préxima da unidade, V' é o volume especifico,
U é a velocidade do meio, = é a coordenada de posigao, e A é o espacamento da
rede. Quando esse termo dissipativo artificial foi incluido nos cdleulos numéricos (V.
Figura (2.9)), as frentes de choque apareceram suavizadas como finas camadas onde as
variaveis dindmicas como a densidade, pressao, temperatura, etc podiam chegar a variar

rapidamente, porém, sempre de forma continua.

Shock speed 0.00% low
0.15% low
C.05% low

Figura: 2.9. O mesmo que a Figura (2.8), porém modelado por 3 valores para

o parimetro & de ajuste da pseudo-viscosidade.

Nesses resultados numéricos, as ondas de choque surgiram de forma muito evi-
dente como quase-descontinuidades, que se moviam através do fluido com velocidades

muito préximas dos valores corretos e apresentando, quando da passagem de uma frente
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de choque, mudancas na densidade, temperatura, etc em bom acordo com os valores

esperados.

A pseudo-viscosidade conforme expressa na equagio acima, ou em qualquer das
possiveis formas alternativas, passou a ter grande aplicacio e a ser incorporada, siste-
maticamente nos calculos numéricos que tratam da hidrodinamica aonde podem surgir

frentes de onda de choque.

Para evitar o inconveniente de a pseudo-viscosidade atuar na auséncia de qualquer

frente de choque quando o fluido esta em expanséo, passou-se a usar a férmula;

A equagdo (2.34) que especifica a pseudo-viscosidade apresenta o inconveniente de
atuar sobre um fluido em expansio, mesmo que néo haja nenhuma frente de onda de

choque.

Para evitar esse inconveniente passou-se a usar a formula:

_ L) (3U)21 se %% <0,

qg= (2.35)
al
O, 5€ 5. > 0.
que oferece os mesmos resultados para a regido da frente de onda de choque, mas assume

um valor nulo se o meio estiver se expandindo.

A abordagem do problema pelo esquema da hibridizacio linear apresenta certa simi-
laridade ao método da pseudo- viscosidade. Da mesma, forma, por meio de um artificio
matemadtico, sdo introduzidos termos altamente dissipativos nas vizinhancas de uma
descontinuidade verdadeira. O resultado consiste, também em atenuar os movimentos
oscilatorios nao-fisicos, ao prego de suavizar a forma da frente de onda de choque. O pa-
pel desses termos adicionais ¢, explicitamente, o de garantir um perfil monoténico e, ao

mesmo tempo, obter o maior aclive possivel para a regiao de transiciio. O método oferece
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resultados melhores, em geral, que o da psendo-viscosidade, desde que néo estejam pre-
sentes fortes interagdes entre ondas nio-lineares. Nessas situa¢ées podem se manifestar
comportamentos irrealisticos devidos, principalmente, as exigéncias de monotonicidade

que, nesses casos, seriam inapropriadas.

No contexto da hibridizacéo linear, o fluxo das quantidades conservadas — massa,
momento e energia — ¢ computado, para todas as interfaces entre zonas de integracao,
em duas etapas: primeiramente, com um esquema de equacdes de diferencas finitas de
alta ordem e que ¢ capaz de representar com um certo gran de aproximacio a transicio
abrupta de uma descontinnidade; e, uma segunda vez, por meio de um outro sistema
de equagbes de diferencas finitas, porém agora, de mais baixa ordem, e cujo objetivo é

obter uma atenuagao das oscilagbes espririas.

O método se aplica, ndo sé as leis de conservagao, como também, a qualquer sistema

hiperbdlico de equagdes nao lineares:

W, = [F(W)],, (2.36)

onde F, = A(W)WI e A, e B sfo matrices que podem ser linearizadas por uma trans-

formagéo de similaridade de tal forma a garantir a caracteristica hiperbélica do sistema.

Uma combinagao linear dos dois fluxos ¢ obtida por meio de uma média ponderada
cujo fator de peso pode ser uma funcio especificada com base nas condi¢des locais de
propagacio do meio. Naturalmente, o método despende o dobro de tempo de céleulo,
quando comparado com o esquema da pseudo-viscosidade. A proposta entfo é calcular

o fluxo de cada variavel por:

Wi = [0L, + (1 — ) ]W P, (2.37)
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onde

WP = W(tn,iAz), L, (2.38)

é um esquema de diferencgas finitas de primeira ordem e I, um de segunda ordeml. O
parametro adimensional # é normalizado para ficar contido no intervalo 0 < 6 < 1. Esse

fator de peso deve ainda ser escolhido de forma a apresentar a propriedade:

0(1), nas regices de choque,
6 = (2.39)

0(A™), nas regices suaves.

Adotando para os operadores L,, e L, a estrutura sugerida por Lax (1954) e por

Lax-Wendroff (1964) levam ao esquema de diferencas finitas:

Wit =W 4 (A/2)(F i1~ F 4+ (A /2)[(1 - Oir1/2) Al 1 (Fify — FT)

—(1 =8, )AL, o (B — F )] + [z+1/2(Wf|-1 WIOE (W =W )] (2.40)

O fator adimensional ¢ deve ento ser escolhido como uma fun¢io conveniente das
variaveis hidrodindmicas de maneira a funcionar como um detetor de ondas de choque,

satisfazendo as condigtes (2.39).

O método foi posterioremente refinado por Boris e Book (1973), através da inclusdo
de uma operacao de antidifuséo com o objetivo de remover o excesso introduzido pelo
operador L;. Apesar de vérias outras modificacdes propostas, a major limitagio do

método continua a ser o aumento do tempo de computacio.

1 ou de mais alta ordem.
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11-3 0 METODO DE GODUNOV

Com essa abordagem se obtém uma realistica representagio das descontinuidades
por meio da inclusdo das caracteristicas da propagagio das ondas néo lineares na prépria

estrutura do método de integragio numérica.

Ao contrario de tentar construir uma solugdo das equagdes hidrodinidmicas a partir
de uma série de fungoes continuas, Godunov procurou resolver o problema por meio de

uma série de soluctes descontinuas.

Para a situagio somica, essas funcoes descontinuas tendem, no limite de muitas
s rd . .
camadas, para uma curva suave. Porém, hd aqui a vantagem de que, facilmente, se

pode representar uma descontinuidade no caso de uma onda de choque.
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A engenhosidade do método esta em resolver o problema de Riemann, o qual é

simples o bastante para permitir uma solucio exata para a evolugao das ondas nao

lineares.

O processo comeca por estabelecer os valores médios das variaveis do fuido para
cada zona de integragdo. Esses valores sio os dados de entrada para o problema de Rie-
mann e formam os dominios de dependéncia sobre os quais se propagario as diferentes

familias de curvas caracteristicas.

Em cada passo de integragao, a descontinuidade entre cada célula é desmembrada
em duas ondas que podem ser de choque ou de rarefacio, ¢ uma descontinuidade de
contato, na qual a pressdo e o campo de velocidades sio continuos. Qs valores médios
das varidveis hidrodindmicas s&o calculados de forma a satisfazer explicitamente as leis

de conservacao:

=0, (2.41)

Opu | O(p + pu’)

o 7 =0, (2.42)

Op(e +u?/2) N Opufe + p/p+ u?/2)

= . =0, (2.43)

onde u é a velocidade, p é a densidade, p é a pressdo, e é a energia interna por unidade

de massa.

Para que se possa satisfazer as essas condigdes na presenca de descontinuidades, é
conveniente transformar essas equagdes para a forma integral, satisfazendo as seguintes

integragdes de contorno.
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jﬁp dr — pudt =0, (2.44)

%pudw —(p+ pu?)dt =0, (2.45)

2 2
jfp(e+%)dx—pu(e+%+%)dt=0. (2.46)

Considera-se que, no instante inicial # = #5, o gds esteja dividido em camadas
de espessura h, de tal forma que as quantidades u, p, e, e portanto p = p(p,e) sejam
constantes no interior de cada camada. Supde-se que os pontos que dividem o gés em

camadas estejam localizados nas coordenadas:

T_g = -—2}1,, T_1 = —h, Zp = 0, T = h... (24:7)

A camada de gés limitada pelos pontos z,, € T4y é niimerada por my,.., /2 € as

correspondentes grandezas sdo denotadas por ;.44 /25 Pm+1)2 3 Emt1/2 € P+ 1/2.

Se as pressoes e velocidades forem diferentes nas camadas adjacentes m — 1/2 ¢

m + 1/2, haverd, em geral, um decaimento da descontinuidade em especificado por z,,.

Para o célculo aproximado do decaimento da descontinuidade Godunov assume que

a equacao de estado do fluido é a de um gas ideal, dada por:

p= (7 —a)pe. (2.48)

Supondo que as variaveis hidrodinimicas & esquerda e & direita de z,, assumem os

valores:
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P=Pn-1/2, P=Pny1y2 (2.49)
P = Pr_1/2; P = Ppi1j2 (2.50)
U=1Un_1/2, U = Unp1/2 (2.51)
€ =¢€n—1/2, €=¢€nt1/2 (2.52)

Como um resultado do decaimento da descontinuidade, trés ondas sao produzidas,
duas das quais podem ser ondas de rarefagao ou ondas de choque, mas uma delas
representa uma descontinuidade de contato. Nessa descontinuidade de contato a pressio
e o campo de velocidades sio continuos. As leis integrais de conservacfio da massa e do

momento aplicadas as duas outras descontinuidades levam a:

bnun—l/2 - pn+1/2 = b’nun — Peds (253)

Anln—1/2 ""pnﬁl/‘Z = QnlUn + Pcdy (254)

onde b, é o fluxo de massa na descontinuidade da esquerda, e —a,, na da direita.

Para um gas ideal, as incégnitas do problema podem ser obtidos por um processo

iterativo do sistema de equages implicitas:

Para o caso de um géas ideal, Godunov estabeleceu o seguinte esquema iterativo

para resolver as ingégnitas do problema.

47



Hidrodinamica Cap. IT

bnpn—is2 + GnPrt1y2 + Gnbn(tpn1/s — Upp1/2)
an + bn

Ded = , (2.55)

\/pn—1/2/2\/(7 + l)pcd + (7 - l)pn-1/2a S€ Ped = Pn—1y2:

y—1 1~ped[Prn_1/ .
2+ 1—(Pcd/p,,_1;2)("il)/2"’ VIPr=1/20n—1/2 5€ Pcd = Pn_1/2;

On =

(2.56)

by é calculado das mesmas férmulas com p,,_, /23 Pn--12 substituido por p,1q/2, Pnt1/2-
Depois de o processo iterativo haver convergido, u.g pode ser calculado de:

Onlp-1/2 T bnun+1/2 T Pn--1/2 = Pn+t1/2

.07
an+bn (25)

Ued =

Essas férmulas podem ser aproximadas para o caso sénico e as varidveis obtidas

sem o recurso do processo iterativo:

1
an = bn = 5\/7(2371-1/2 +pn+1/2)(pn1/2pn+1/2)1 (258)
1 an
Ped = §(Pn+1/2 + Pr-i1y2) + ?(unﬂ/z —Up-—1/2)s (2.59)
1 1
Ued = §(un+1/2 + Up—1/2 + g(Pn+1/2 - Pn—1/2)- (2'60)

Na aproximacio sonica adotada por Godunov, as trés ondas geradas podem ser

escritas como descontinuidades fracas que se propagam com velocidades:

a r bn
Dleft = Un_1/2 - —n—, Ueg, D™= Uppig2 + .
P12 Prti2

(2.61)
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As tres ondas dividem o plano (z,?) em quatro zonas, por exemplo, como mostrado
na Figura (2.10). Na zona I todas as grandezas sio iguais aos seus valores no ponto
n—1/2, no instante inicial, e na zona IV aos valores iniciais do ponto n+1/2. As zonas
IT e III apresentam as mesmas pressdes e velocidades e correspondem & pressio peq e
a velocidade u da descontinuidade de contato. Além disso, em geral, as zonas II e III

apresentam diferentes densidades que podem ser calculadas das férmulas:

(Y + 1)pea + (v — 1)pn—1s2
- /2, 2.62
Pt (7 - 1)pcd + (7 + l)pn—l/z Pr-1/2 ( )
v+ 1 Ped + (7 — 1 7
( ) ( )p 1/ Pr41/2s (263)

rr=
P (v = Vpea + (v + 1)Pry1s2

que foram deduzidas para uma adiabatica de Poisson, no lugar de uma adiabética de

choque, de acordo com a aproximacao sonica adotada por Godunov.

Depois de calcular aproximadamente o desmembramento da descontinuidade pelo
método acima exposto, procura-se determinar em qual das zonas estd situado a linha

T = Tn, para entao se calcular as grandezas U, V, P, R, F da zona correspondente.

Segue que quatro casos s80 possiveis:

1) DI/t e DIt séio ambos maiores do que zero e o contorno z = z,, est4 localizado na

zona L. Portanto,

Up = Un—1/2, P = Pn—1/2, R, = Pn—-1/2- (2-64)

2) Dieft e DTt sio ambos menores do que zero, contorno z = z, estando localizado

na zona [V,
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X=X,

Figura: 2.10. Problema de Riemann para a evolegio de uma descontinuidade
arbitrdria. A linha tracejada corresponde a propagacao da descontinuidade de

contato, e as duas linkas cheias representam a propagagao de descontinujdades

fracas de acordo com a aproximagao sénica de Godunov,

(2.65)

Un:un—l-l/?: Pn:pn—l-l/?a anpn+1/2-

3) Dl¢ft e D7t tém sinais diferentes e u, > 0 contorno z = z, esté entao localizado

na zona lI, e
(2.66)

Un = uy, Pn:pn: R, = neft_

4) Dieft ¢ DTt tém sinais diferentes e u, < 0 contorno z = x,, estd entio localizado

na zona III, e
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Un =tn, Pn=pn, R,=p". (2.67)

Para todos os casos, E,, deve ser calculado da equacao de estado.

As varidveis fisicas sdo entdo descritas a partir da descontinuidade pelas formulas

de simiiaridade:

u = u(“’t”_:;’;”), (2.68)
p= p(i:j;”), (2.69)
p= P(xt::i;n), (2.70)
e = e(“’t‘_j;"). (2.71)

Os valores de u, p, p, e e no ponto & = &, sdo constantes e iguais a U,V,P,R, F
enquanto as ondas formadas nas interfaces vizinhas ¢ = #,,—; € ¢ = T, -1 nio atingem

a descontinuidade em z = z45.

Considera-se entao um intervalo de tempo 7, curto o suficiente para que os valores
de u, p, p, e e possam ser considerados constantes para todos os pontos z,, da rede.

Esses valores sao denotados por:

l
§q

(2.72)

U(ZTom, t)
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p(Zm,t) = R, (2.73)
(@m,t) = Pm, (2.74)
e(myt) = Em. (2.75)

As curvas de u, p, p, € e para o instante ¢t = ¢ + 7 sao, em geral, extremamente

complicadas e, de acordo com o método, podem ser aproximadas pelos seus valores

médios u™t/2 pmt1/2 pmt1/2 o omt1/2 pginterior de cada camada.

As leis de conservagio (2.41 - 2.43) permitem calcular esses valores médios sem usar

as distribui¢des reais no interior da camada para o instante t = ¢ + 7.

Na representagao de Euler:

m T
Ptz Pmi1)2 — —};{(RU)m+l — (RU)m },

m T
(pu)" ™1 = (pw)mtr 2 = (P + RUP g1 = (P + RU)},

]m+1/2 = [p(e +u?/2)

[p(e +u?/2)

m+1/2

m+1

—%{ [RU(E +P/R+ Uz/z)} [RU(E + P/R + U2/2)} m}.
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Para que se possa obter as quatro quantidades y™+1/2 pmt1/2 ym+1/2 o cmt1/2

a partir das trés ultimas equaqoes, deve-se usar a equacéo de estado:

Pt = p(pm=I/E mtl)2y (2.79)

Ja para a representagio de Lagrange temos:

B

um+1/2 = um+1/2 — —h'-(Pm+1 — Pm), (280)
B
o2 Z oy + T(Um+I —Um)s (2.81)

- 2 m+1/2y2 .
EmF/2 B + +21/2) _u 3 ) _"};-—(Pm-}-lUm—!-l - PpUn). (2.82)

onde B é o volume especifico inicial B = 1/pg, € a pressao ¢ obtida da equacio de estado

na forma p™t1/2 = p(Em+1/2 mt1/2)

Admite-se entdo que as varidveis assim obtidas representam aproximadamente o
estado do gds no instante ¢ = 5 + 7. Se adotarmos essa nova situacio como instante
inicial e repetirmos o célculo de acordo com o esquema descrito, serd obtido um outro

estado aproximado para o instante ¢ = ¢y + 7 + 7, e assim sucessivamente.

O procedimento, conforme se v€, permite calcular a evolugio de um problema

- ~ . 3 7’ “
de hidrodinamica por meio de um grande nimero de estados constantes. E capaz de
computar corretamente as interagoes ndo-lineares entre cada par de estados constantes,

e por fim efetivar uma média de maneira a garantir a validade das leis de conservagiio.
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Pode-se, dessa forma, obter uma descrigdo da hidrodindmica, sem fazer uso de qualquer

artificio, e na qual néo se manifestam quaisquer oscilacdes numeéricas espiirias.

A maior desvantagem do método é, no entanto, ditada pela complexidade intro-
duzida para resolver o problema de Riemann. Isto impde que se realize mais um processo

iterativo no interior de cada passo de integragio da hidrodinamica propriamente dita.

Além disso, o problema de Riemann se torna muito mais dificil quando a equagio
de estado n&o pode ser representada por um simples politrépico como presupde a abor-

dagem de Godunov.
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CAPITULO III — EXPLOSAQO DE SUPERNOVAS

Introducao
A Pré-Supernova
Supernovas Tipo II

O Modelo de Lagrangiana Efetiva
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III-1 INTRODUCAO

Ao longo de sua histéria, o homem foi impelido & observagao do céu por razdes que
vao do misticismo a economia. O acompanhamento do movimento dos corpos celestes
permitia estabelecer as mudancas climaticas associadas as estacdes do ano e com isso
regular as atividades agriculas. O Sol, a Lua, e os planetas visiveis, deslocando-se contra
o fundo de estrelas ofereciam-se como reguladores naturais do tempo e, dessa forma,
foram os nossos primeiros relégios. As estrelas fixas formavam o firmamento imutével
que servia ( e serve até hoje) como sistema de referéncia para a pratica astronémica.
Exceto pelas corriqueiras quedas de meteoros, ou pela passagem de um cometa proemi-

nente, a abéboda celeste parecia inalteravel.

Esta visao aristotélica do mundo ficou, no entanto, seriamente abalada apds a
aparigio, extremamente rara, de estrelas muito brilhantes e efémeras, e que foram, logo

de inicio, denominadas de “Estrelas Novas”.
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As de vida mais curta, séio conhecidas hoje por Novas comuns. Aquelas que perdu-
ram brilhantes no céu por muitos meses sao classificadas como Supernovas, desde que

o termo fol introduzido em 1933.

Atualmente, a Fisica Nuclear fornece as chaves para a compreensio da estrutura e

I
evolugdo das estrelas. E através do caleulo das taxas das rea¢es nucleares que podemos
detalhar as condigGes nas quais a radiacio é produzida e re-absorvida pela matéria, do

centro até as camadas mais altas da atmosfera da estrela.

Com a teoria da evolugdo estelar podemos descrever todas as transformacgtes —
desde a lenta condensagio gravitacional de uma nuvem de gas frio e rarefeito, sua ignicéo
como uma jovem estrela, as transformacdes sofridas ao longo de sua vida quando passa
de um ciclo nuclear para outro — até que, com o esgotamento de todas suas fontes
de energia, vem a morte éﬁbita, como no caso de um colapso gravitacional seguido de

explosdo, ou lenta e gradual, como uma estrela de ferro, fria e sem luz.

A composi¢do quimica da nuvem inicial pode ser estabelecida com base num dos
muitos modelos de evolugéio do universo. A distribuigio tipica em massa, entretanto,
varia pouco de um modelo para outro, ficando em torno de 73% de hidrogénio, 25% de

helio, e 2% de elementos mais pesados.

A massa inicial dessa nuvem é o parametro fundamental que determinard os deta-
lhes de toda a vida futura da estrela e, até mesmo, a forma com que se dard o desfecho

final.

Partindo de menos material, uma nuvem leva mais tempo para formar a estrela, e
esta, por sua vez, pOr seT pollco massiva, ira consumindo hidrogénio s6 muito lentamente.
Poderd mais tarde vir a queimar hélio e outros niicleos mais pesados, porém, os processos
serao de tal modo lentos que a estrela, possivelmente, ird perdurar por uma idade

comparéavel 4 do universo.
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Nuvens muito massivas dispdem inicialmente de mais combustivel termo-nuclear.
A rapidez com que o consome, no entanto, faz com que sejam esgotadas as reservas de
cada ciclo nuclear e atinjam a exaustdo num tempo relativamente curto. Em suma, uma
estrela massiva apresenta um metabolismo t3o acelerado que o prognoéstico é a morte

stbita.

Uma das mais espetaculares supernovas deve ter sido a de 185 A.C. cujo remanes-
cente se apresenta hoje como uma intensa fonte de raios-X. Dentre as supernovas efeti-
vamente observadas, sem davida, a mais brilhante foi a que surgiu na noite de 1 de maio
de 1006 D.C. Ela deve ter sido quase tao brithante quanto a Lua Cheia e sua evolucio

foi detidamente acompanhada pelos astrénomos chineses e europeus.

Poucos anos depois, em 1054, os chineses foram os Gnicos a registrar a famosa su-
pernova da Nebulosa do Caranguejo. Seus remanescentes formam hoje uma imponente

estrutura no céu, consistindo de brilhantes filamentos gasosos.

Enquanto os remanescentes das duas primeiras supernovas formam halos esféricos
brilhantes que resultaram da onda de choque destruidora da estrela, naquele da super-
nova do Caranguejo, pelo contrario, todo o volume da envoltéria é fortemente radiante.
Isto estd relacionado ao fato de, no centro da nebulosa, haver subsistido uma estrela
de neutrons que emite até hoje, como um pulsar, radiacio eletromagnética em todos os

comprimentos de onda e a intervalos extremamente regulares.

A primeira supernova registrada por um profissional foi a de 1572 na constelagio
de Cassiopéia, e a descoberta coube ao astrénomo dinamarques Tycho Brahe que pode
determinar precisamente sua posi¢io ao longo dos varios méses em que ficou visivel.
O remanescente da supernova de Tycho Brahe oferece uma bela imagem em raio-X,

orém, nao hi nenhum pulsar em seu interior.
?
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A seguinte atraiu, naturalmente, a atencio de toda a comunidade de astrénomos
da época e pode ser acompanhada durante um ano inteiro. Foi a de 1604 e que ficou
conhecida como supernova de Kepler. Por ter sido observada desde o inicio, antes mesmo
de atingir o méximo de luminosidade, sua curva de luz pode hoje ser estimada com um

certo grau de precisio.

Existe uma outra supernova galdctica cujo remanescente se apresenta atualmente
como uma importante radiofonte na constelagio de Cassiopéia. Estima-se que haja
explodido entre 1650 e 1680 sendo que, inexplicavelmente, passou desapercebida pelos

astronomos da época. Por isso mesmo é conhecida simplesmente por Cas A.

O advento da moderna Astronomia nos colocou & disposi¢io um verdadeiro arsenal
de instrumentos e técnicas mas a fortuna fez com que nenhuma outra supernova galatica
surgisse desde entéo. Excéto, é claro a supernova 1987A. Se bem que esta tenha ocorrido
néo exatamente na nossa propria Galaxia, mas sim na Grande Nuvem de Magalhzes,

uma das duas galdxias satélite da Via-Lactea.

Supernovas extra-galdcticas, por outro lado, tém sido observadas em abundancia.
Todo ano, cerca de 30 supernovas sao registradas e existem atualmente mais de 800
observagdes acumuladas. Sao tantas, que cada uma recebe, nfo um nome, mas sim um

cédigo formado pelo ano da descoberta e uma letra do alfabeto.

Estimativas tem sido feitas (Tammann 1982) de que devam ocorrer em torno de 4
supernovas a cada século na nossa propria galdxia. A emissio 6tica dessas ocorréncias

€, entretanto, obscurecida pela poeira interestelar, o que impede a sua visio.

Indubitavelmente, a supernova mais bem observada foi a 1987A, a primeira capaz
de ser vista a olho nu em quase 400 anos. Ela ocorreu relativamente préximo, pode
ser observada com os mals modernos equipamentos, e por isso teve a curva de luz

medida desde os primeiros instantes. Na verdade, os neutrinos puderam ser detetados
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até mesmo com cerca de 3 horas de antecedéncia. Isto porque essas particulas foram
emitidas diretamente pelo nicleo da estrela quando o manto e o envelope ainda nao

haviam sequer sofrido os efeitos da explosio catastréfica que estava por Vir.

Os pioneiros no estudo destas explosdes estelares foram o fisico suico Fritz Zwicky
e o astrénomo alemido Walter Baade sendo os que, inclusive, usaram pela primeira
vez o termo supernova. Esses dois pesquisadores realizaram um estudo sistemdtico da
ocorréncia de supernovas através de um levantamento fotografico em camaras Schmidt.
Chapas de uma mesma regido do céu, tomadas porém em épocas diferentes, eram com-
paradas nas chamadas maquinas “Blink”, equipamento especialmente desenvolvido para
esse fim, as quais, por meio de um jogo de espelhos, exibiam, em répida alternincia, uma
foto de cada vez. A ocorréncia de uma supernova se tornava assim facilmente identificada
no aparelho como um ponto que pisca. A curva de luz e o espectro de muitas supernovas
puderam desde entdo ser medidos. Logo se percebeu que haveriam pelo menos dois tipos
basicos de supernovas: As que revelavam linhas de emissdo de hidrogénio foram classi-
ficadas como do tipo II; em caso contrario, como do tipo I. Geralmente apresentavam

uma meia-vida para o decaimento da luminosidade de aproximadamente 50 dias.

Num classico artigo de 1934 Fritz e Baade propuseram que a colossal energia libe-
rada durante a explosio de uma supernova advém do colapso gravitacional da estrela
progenitora, e do qual resultaria uma estrela de neutrons. Q conceito tedrico de uma
estrela constituida somente de neutrons, com um raio de cerca de 10km, havia sido
introduzido dois anos antes por Landau . Esse é o mecanismo bésico, aceito até hoje,

para explicar a explosao de supernovas tipo II.

A sequéncia de eventos que leva &s supernovas tipo I ainda envolve algumas con-
trovérsias mas, basicamente, acredita-se que esteja relacionada & explosio de uma ana

branca em processo de acres¢ao de massa de uma companheira, em um sistema binario
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cerrado. A ana branca, composta provavelmente de carbono e oxigenio ¢ levada a insta-
bilidade termo-nuclear quando acumula material até se aproximar da massa critica de
Chandrasekhar. Esse é o modelo mais aceito, e foi primeiramente proposto por Hoyle e

Fowler em 1960.

A auséncia de linhas de hidrogénio nas supernovas tipo I ficaria entdo explicada,
uma vez que nao se espera encontrar hidrogénio em anés-brancas e tode o hidrogénio que
lentamente for sendo transferido da companheira para a ani-branca serd rapidamente
convertido em hélio. Com a detonagao termonuclear nfio haveria formacio de qualquer
objeto compacto central, e daf ndo se ter, até hoje, observado um pulsar ou um buraco

negro remanescente de explosao de supernova tipo L.

E um resultado da observacéo que as supernovas do tipo I aparecem associadas as
estrelas do halo galdctico, pobres em metais (Populagio II). Elas sempre apresentam,
em instantes correspondentes, curvas espectrais muito parecidas entre si e, além disso,

exibern um arranjo confuso de bandas de emisséo de origem um tanto obscura.

J& as supernovas do tipo II revelam um espectro basicamente continuo, um pouco
mais intenso para o lado do ultra-violeta, e no qual aparecem superpostas fortes linhas
de emissdo. FElas costumam surgir entre as estrelas dos bracos espirais e do centro

galactico, e de rico contetdo metalico, {Populagio I).

Algumas outras classificagoes tém sido usadas e muitas mais tém sido propostas.
Umas estabelecem grupos de I a V, outras subdividem os grupos I e II em subgrupos:
la, Ib, Ic; e I L, IT P, etc. Nesse campo, quanto mais se tem aprendido sobre os aspectos
observacionais, mais sofisticados tém sido os esquemas de classificagéo propostos e, pode

ser que, no final, cada supernova acabe sendo considerada como um evento tinico em

sua categoria.
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Do ponto de vista tedrico, como se v&, os dois tipos de supernovas sao totalmente
distintos, havendo somente em comum a colossal energia liberada, que em ambos os
casos supera em geral 10%erg. E usual nessa rea de pesquisa a adogio da unidade
foe= 10°'erg, (f.0.e = ten to fifth one ergs, foe = destruidor em Inglés). Isto corresponde
a uma quantidade de energia equivalente a toda a energia nuclear disponfvel em uma
estrela tipica. O material ejetado com a exploséo, em torno de uma massa solar, atinge
velocidades da ordem de 10° ¢cm/s e corresponde a uma fracio considerdvel da massa

da estrela primordial.

Mais precisamente, as supernovas tipo I sio em geral um pouco mais luminosas,
alcancando uma magnitude absoluta de —18. As do tipo II, sio menos uniformes neste

aspecto, e ficam em torno de —16 (um fator de 5 na poténcia 6tica emitida).

Na Tabela III-1 apresentamos um resumo das caracteristicas dos dois tipos de

supernovas.

62



Explosao de Supernovas Cap. IIT

Tabela TEI-1

Supernova I II
Hidrogénio N S
Magnitude Abs. ~ —18 ~ —16
Lumin. Max. (erg/s) 1043 10*2
Massa ejetada 0.1Mg 1M
Energ. otica .04 foe 02 foe
Energ. cmética ~ 1078 foe ~ 1foe
Populagao I I
-Pulsar N S
Progenitora Fe 10Mg ~ 2Mg

Uma supernova brilhante pode ofuscar a prépria galaxia onde estd inserida. Real-
mente, algumas vezes, uma supernova chega a emitir mais energia luminosa do que

todas as outras estrelas da galdxia somadas.

O que pode ser mais surpreendente é que toda a energia emitida na forma de
radiagao eletromagnética, somada em todos os comprimentos de onda, corresponde a
apenas 10% da energia cinética da massa ejetada pela explosio de uma supernova tipo
II. Mas, o que, sem diavida, é perturbador, é que uma supernova desse tipo, emite
100 vezes mais energia na forma de neutrinos do que na forma de energia cinética e

eletromagnética.
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Na verdade, durante uns poucos segundos, e antecedendo a prépria exploséo “6tica”
de vérias horas, a poténcia emitida na forma de neutrinos é tal que a supernova chega

a “brithar” mais do que o todo o Universo.

Pelo que foi discutido mais acima, o mecanismo de explosio termonuclear das
supernovas tipo I € bastante dependente dos detalhes da fisica e da particular composicao

quimica adotada para a and branca progenitora.

Nzo fica muito claro, além disso, de que forma se inserem os fendmenos hidro-
dindmicos no mecanismo explosivo das supernovas tipo I. De acordo com o modelo,
pode se ter a ocorréncia de detonagdes, nas quais a combustéo termonuclear se propaga
supersonicamente e onde a pressdo, temperatura e densidade aumentam abruptamente
com a passagem da onda de choque; ou deflagragdes, nas quais a queima do material

evolul de forma subsonica e continua.

O objetivo principal deste trabalho é a aplicagao e teste de um novo formalismo para
o tratamento dos problemas da hidrodindmica de ondas de choque. Consequentemente,
nos restringiremos a partir deste ponto a considerar somente as supernovas do tipo II,
para as quais estd bem definida a sequéncia de eventos que se inicia com o colapso
gravitacional, passa pela inversdo através do golpe hidrodinadmico e geracio de onda
de choque, terminando com a explosiao da estrela primordial e formagio de um objeto
compacto central. Neste contexto, o papel das ondas de choque, quaisquer que sejamn

os detalhes de modelo, é sempre essencial.
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III-2 A PRE-SUPERNOVA.

Os detalhes da estrutura da pré-supernova podem variar de uma, estrela para outra,
mas o colapso gravitacional e, toda a sequéncia de acontecimentos que a partir dai é

desencadeada, sdo basicamente independentes dessa estrutrura inicial.

Apresentamos na figura (3.1) as condigoes tipicas de uma pré-supernova de acordo
com Woosley e Weaver (1986). A estrela dispde de vérias camadas nas quais a energia é
produzida por reagdes nucleares. A densidade e temperatura médias da camada crescem
com o numero atdmico do micleo em combustao. A massa do nucleo de ferro fica em
torno de 1.4M©®. A massa incial da estrela define a estrutura final da pré-supernova, e
por isso, outras configuracoes sdo obtidas para massas diferentes. A Figura (3.2) resume

de forma aproximada a informagdo contida na Figura (3.1).
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Figura: 3.1. Estrutura e composigio quimica de uma pré-supernova com 15M,
no instante em que a superficie de sen nicleo de ferro comeca a colapsar a uma
velocidade de 1000km/s. Fr é a fragio de massa. No centro, a temperatura é
~T7Tx10°Kea densidade ~~ 10105/cm3. Em “Pe” estio incluidos todos
. <4< .
os isétopos com 48~ A~ 65 e com um excesso de neutrons maior do que o
do 56Fe. Observar o corte em 4.53M©) . Adaptado de Woosley e Weaver,
1986

Uma estrela que tenha exaurido seu combustivel nuclear, e na qual a massa do
nicleo tenha atingido o limite de Chandrasekhar, ira obrigatériamente sofrer um colap-

so gravitacional catastréfico.

Dadas as condig¢Ges iniciais, os cdlculos do colapso nio oferecem grandes dificuldades
pois, como a escala de tempo ¢ da ordem de 0.1seg, as trocas de energia se tornam
despreiveis. A radiacdo eletromagnetica fica confinada devido & alta densidade, e a

condugéo eletrénica de calor nao chega a se tornar eficiente. Cada elemento de massa
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Figura: 3.2. Representagio esquematica da estrutura da pré-suprenova da figura
(3.1). Estio indicados os elementos mais abundantes em cada camada. Q
envelope € a camada mais externa, composta predominantemente de 1.0
manto é formado pelas trés camadas internas, onde nao se encontra g o

nicleo central é constituido de 56Fe ¢ isétopos do mesmo grupo.

retém, durante a maior parte do colapso, sua entropia inicial, a menos de uma pequena

correc¢do devido & captura eletrénica.

Para a fase do colapso, o que realmente determina a evoluciio é a equacio de
estado do material: P = P{p,5). A contribui¢io dominante vem do gaé de eletrons

relativisticvos e degenerados, cuja pressiao é dada por:

Py~ — eltef? (31)
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onde P, ¢ a pressdo eletronica, p a densidade em g/cm?, e ¥, o mimero de eletrons por

nucleon, € g, é o potencial quimico dos eletrons:

fe o 1.11(p7Ye)1/3M6V. (3.2)

A pressio de radiagdio e a pressio nuclear sdo de menor importancia para a fase
inicial.
Uma descri¢do analitica bastante elegante do colapso pdde ser obtida primeiramente

por Goldreich e Weber em 1980 e mais tarde estendida por Yahil (1983) para os casos

em que o indice adiabético se encontra no intervalo 6/5 < v < 4/3.

Os célculos hidrodinamicos até entdo realizados indicam que, dos estégios iniciais do
colapso até pelo menos se atingir uma densidade de ~ 10*2g/cm?, a entropia permanece
aproximadamente constante, ou seja, o colapso é quasi-adiabatico e poderia, segundo
Yahil, ser descrito por uma equagio de estado dependente exclusivamente da densidade,

e dada por:

P=Kp". (3.3)

Uma equagao de estado deste tipo é conhecida em astrofisica como politropica.

O ponto essencial desta abordagem estd em que somente duas constantes fisicas
participam do problema: K e a constante gravitacional G. Nio é posivel, por razées
simplesmente dimensionais, destas duas constantes extrair uma quantidade com di-

mensées de comprimento.

Das expressoes dimensionais de K e G:
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Ml ¥ [3v—1

K T (3.4)
LS

depois de eliminar a massa M, podemos verificar que a 1inica combinacio adimensional

do raio r e do tempo £ é:

X = K7V2q0-DI =2y, (3.6)

onde a origem do tempo € escolhida como sendo o instante final do colapso, quando a

densidade atingiria um valor infinito.

Dito de outra forma, se f(r,{) é solugio do problema, entéo, f(ar,a1/(2—~f)t)
também o sera. O colapso, consequentemente evolui no tempo com uma simples mu-

danca de escala e as solugdes devem ser auto-similares.

Todas as varidveis hidrodindmicas podem ser expressas como func¢io somente da
varidvel de similaridade X, e de G, K e do tempo (-t). (O sinal — decorre da origem

adotada). A andlise dimensional fornece:

p={(-t)°GT'D(X)), (3.7)
v = (=) TKV2GU-NRY (X)), (3.8)
m = ()32 (X)), (3.9)
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e = (-t TSTK32G(8 - 5v)/2E(X),

onde m e E sdo definidos por:
X
M(X) = 4w/d:r:c2D(a¢),
0

Vi) D7l (z)  M(z)
2 (y—1) T

X
E(X)= 471'/(13:33219(:3)[

Substituindo essas expressoes na equacao da continuidade,

ap _

na equacao de Euler,

%+V(1/2|U|2)+(V/\U)/\U+Vh+v¢:0,

e na equacio de Poisson,

V4 —4rGp =0,

]

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

onde G ¢ a constante gravitacional, & é a funcio h = [dp/p e ¢ é o potencial gravita-

cional,

Yahil obteve:

D v
V+@-1X] 5 +V' =-2-2+,
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M
VDD IV (2-X|V = - ~ (y = 1)V (3.17)
O apodstrofe indica derivagio com relacao a X.

Adotando o sistema de referéncia comovente do colapso homélogo, a velocidade de

um elemento pode ser escrita como:

V=(-2X+U, (3.18)

resultando em que a conservacio da massa passa a ser expressa por

!
U
VD g — a3y —2Y, (3.19)
D
que apos integragdo fornece:
4rX?DU = (4 — 3y)M. (3.20)

E, a equacéo de Euler se re-escreve como:

M
DD U = 2 chi (y=1)(2—7)X + (3 —2)U. (3.21)

Através da integragdo numérica dessas duas 1iltimas expressdes, Yahil mostrou que
o nicleo da estrela pode ser dividido em uma regido central, na qual as velocidades sio

descritas aproximadamente por
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V(r) ~ ar, (3.22)

e, numa regiao externa em que o campo de velocidades é proporcional a um campo
de velocidades de queda livre. O limite entre as duas regides corresponde ao ponto de

maxima velocidade.

Os estégios finais do colapso séo, por sua vez, de dificil descriciio, nio sé devido ao
carater manifestadamente irreversivel e ndo adiabatico dessa etapa , mas também, em

consequéncia do papel exercido pelos neutrinos.

Nas condi¢bes de densidade e temperatura encontradas nos momentos cruciais do
colapso, eles sdo produzidos abundantemente e, sem divida, representam a principal

fonte de perda de energia.

Uma vez que interagem fracamente com a matéria, podem facilmente escapar para
© espago exterior sem transportar energia de um ponto a outro da estrela. A questéo
é que, se o material estelar chegar sofrer altissimas compressées, uma pequena parcela

dos neutrinos pode ser capturada e dessa forma afetar o mecanismo de explosio.

A inversio do colapso sé podera se dar quando a densidade superar a densidade
nuclear normal, e entfio, devido ao endurecimento da matéria, o termo de pressio nu-
clear atinge valores extremamente altos a ponto de estancar abruptamente o processo

implosivo.
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III-3 SUPERNOVAS TIPO II

Os célculos detalhados do mecanismo de explosio das supernovas tipo II como
resultado de um colapso gravitacional de uma estrela massiva foram primeiramente
realizados por Colgate e White, (1966). Asidéias basicas contidas nesse artigo descrevem

o que hoje é conhecido na literatura como o modelo de prompt-shock.

Logo ficou evidente a necessidade de se considerar corretamente o papel dos neu-
trinos pois, devido 4s altas temperaturas e pressdes originadas logo apds a passagem da
frente de onda de choque, a fuga de energia através dos neutrinos é tao eficiente que

chega a ponto de inviabilizar o prompt-shock.

Num segundo e mais detalhado modelo, Bowers e Wilson (1982) incluiram um
pormenorizado cilculo do mecanismo de transporte de neutrinos. Com o nficleo da
estrela a uma temperatura em torno de 10" K, a maior parte da energia é vertida na

forma de neutrinos em apenas alguns segundos. Se uma pequena parte for recapturada,
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o material estelar poderd ser acelerado a ponto de reativar a explosiao. E o chamado

modelo do delayed-shock.

A maioria dos cédlculos adotada a gravitacio newtoniana, com simetria esférica uni-
dimensional, a fim de evitar uma complexidade maior. Algumas simmula¢des tem incluido
a relatividade geral, e outras, mais recentes, adotaram uma representacéio bidimensional

da estrela.

Em todos os modelos, no entanto, os calculos séo realizados sobre uma rede de inte-
gracao com um numero muito grande de pontos €, o que nos oferece interesse particular,

incluem um termo de pseudo-viscosidade nas equagdes da hidrodinamica.

Uma vez que se estima que o campo magnético ¢ o momento angular tém pouca
influéncia {para valéres razodveis dessas quantidades) a simétria esférica é suficiente
para a representacao dos aspectos dindmicos relevantes do problema. Entretanto, muito
recentemente, cdlculos em duas dimensoes tem sido feitos (v.e. Herant, et al., 1994) com
o objetivo de incluir os efeitos das instabilidades convectivas como forma de resolver o

confinamento dos neutrinos e permitir uma evolugéo dinimica que resulte em exploséo.

No contexto do modelo de prompi-shock, o campo gravitacional é introduzido como
uma fungio simples, dependente somente do raio. A emisséo e deposicio de neutrinos
€ levada em conta através de fontes e sorvedouros de energia na expresséio da energia

total.

De acordo com o discutido mais acima, o transporte de energia por radiacio e a
condugdo térmica dos eletrons sdo usualmente desprezadas devido & escala de tempo do

fendmeno.

Quase sempre adota-se coordenadas lagrangianas para a especificacao das varidveis

hidrodindmicas. Com esse procedimento, a massa m de cada célula de integracio é
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tomada como varidvel lagrangiana (no sentido da hidrodinadmica), funcéio do tempo
t e da posi¢ao r; enquanto que r{m,t) é relacionado ao campo de velocidades por:

v = (0r/O0t)m. A equagio da conservagio da massa toma a forma:

m(r,t) = m(rg,0). (3.23)

A conservagiio do momento, por sua vez, se escreve:

Ov mG
—_— = R - — 2
i 47rr (P + Q) o (3.24)

E a conservagdo da energia é dada por:

Je

af-@+@—+s (3.25)

onde P(e,v) é a presséo, v é o volume especifico (1/p), & é a energia interna especifica,

G é a constante da gravitagio.

O termo s é introduzido na equagio da energia para simular as fontes e sorve-
douros devidos & emissdo e absor¢ao de neutrinos. ) é a pressiio originada pela
pseudo-viscosidade de VonNeumann-Richfmyer e tem por func¢io atenuar as oscilagdes

numéricas espurias, transformando energia cinética em calor.

A temperatura pode ser determinada através da equacéo de estado escrita na forma:

T =T(e,v). (3.26)

Particularmente, o método de VonNeumann-Richimyer tem sido empregado de
forma padrao em todos estudos numéricos de integracio das equacgSes hidrodindmicas

visando a descrigdo do colapso do nicleo estelar e a subsequente inversio e exploséo
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de supernova. Ela é essencial, nesses estudos, para garantir a atenuacio de oscilagdes
numéricas esplrias que sdo formadas apds a passagem de uma frente de choque e dessa

forma manter a estabilidade de todo o calculo.

Entre outras vantagens, a viscosidade artificial é facilmente introduzida nos calculos
e exige um minimo de tempo de processamento de uma CPU; ela surge também como
um procedimento de trabalho extremamente eficiente pois, através do ajuste de um
tnico pardmetro livre, consegue-se suavizar a frente de choque para que ocupe pelo
menos algumas células de integracao, ao mesmo tempo que atenuam-se as oscilacSes

numéricas espurias que ocorrem apés a passagem da frente de choque.

Niao obstante o sucesso consagrado pelo uso, ainda perduram algumas questSes.
Uma série de testes especificos foi realizada por Noh (1987) e apontou alguns problemas
e deficiéncias associados ao uso da pseudo-viscosidade, tais como: produgio de calor;
propagacao de erros numéricos em algumas configuracées da malha de dados; e, o que
apresenta um particular interesse, a introducéo de erros quando da. propagacio de ondas

de choque numa simetria esférica.

Mais recentemente, Mart{ et al. (1990), realizaram uma comparacdo direta en-
tre cdlculos baseados no método de Riemann linearizado e as técnicas hidrodinamicas
convencionais que incluem a pseudo-viscosidade. Nesse trabalho foram desenvolvidas
simulagbes nimericas do colapso estelar em uma dimensao com o uso de uma equacio
de estado simples. O objetivo central era examinar até que ponto a pseudo-viscosidade
poderia estar afetando os resultados computacionais relacionados & explosio de su-
pernovas. Por essa razdo, esses célculos foram realizados sem considerar o papel dos
neutrinos ou os efeitos fisica nuclear. Foram encontradas diferen¢as muito grandes (fa-
tores da ordem de 1.4 a 2.3 nas vérias varidveis) entre as duas simulacdes, apesar de

naturalmente, estarem usando a mesma equagdo de estado e quadro fisico geral. De
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acordo com o citado artigo, as diferencas parecem estar associadas ao uso da viscosi-
dade artificial de Neumann e surgem principalmente durante a formacéio e propagacao

da frente de onda de choque.

Como uma forma de contornar esses problemas, Janka et al. (1993) recomendam
fortemente a substituicdo da pseudo-viscosidade de Neumann por uma forma tensorial
de viscosidade artificial. Mesmo assim, os autores apontam a necessidade de se escolher
com muito cuidado o valor da constante adimensional que ajusta a grandeza da pseudo-
viscosidade tensorial e sugerem que testes numéricos sejam feitos para a determinagio
do seu valor 6timo, adaptado a cada problema particular e ao espacamento da rede

utilizado.
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III-4 FORMALISMO LAGRANGEANO.

Com o objetivo de se obter uma descricio global do fenomeno de explosio de super-
novas, desenvolvemos inicialmente um formalismo lagrangiano (no sentido da Mecénica,
nao da representagdo hidrodindmica} que se propunha a estabelecer um mapeamento
fisico das equagtes hidrodindmicas em um sistema de lagrangiana efetiva (Rodrigues et

al., 1992).

Estavamos interessados em investigar os aspectos dindmicos globais do mecanis-
mo explosivo de supernovas, sua relagdo aos aspectos gerais de uma configuracio de
pré-supernova, e a equacéo de estado da matéria estelar em suas caracteristicas mais

genéricas.

Além disso, procurdvamos evitar os procedimentos usuais que levam & solugao das
equagdes da hidrodindmica de uma supernova através da transformacio das correspon-

dentes equacGes diferenciais parciais em equagdes de diferencas finitas. Isto porqae, para
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resolver numericamente a hidrodindmica do sistema na presenca de ondas de choque,
esta abordagem convencional exige wn mimero excessivamente grande de variaveis a

fim de manter uma boa aproximacdo mateméatica.

Nossa intengao, nesse primeiro trabalho, era evitar as aproximacées baseadas me-
ramente na necessidade de precisio numérica dos algoritmos adotados para resolver as
equagoes diferenciais parciais da hidrodinamica.

Escrevemos entdo uma correspondente funcéo lagrangiana que descreve a estrela

como um todo, para entéo, a partir dela, derivar as equagdes de movimento do sistema.

Dividimos o caroco estelar de uma pré-supernova em n- camadas caracterizadas
pelos raios K = [Ry, Ry, ..., Ry] e com densidades médias dadas por {p1,pa,...,pn}.

As massas de cada camada sio mantidas constantes no tempo e iguais &

4
mi = _;;Pi(R? —Rl1), i=1l,..,n (3.27)

Nessa equagdo, By = 0 por convencio.

Negligenciando as possiveis perdas de energia, podemos escrever a lagrangiana do

sistema

(3.28)
= K - Vg — Ejny,
onde K, Vi e E;,; sfio respectivamente a energia cinética associada ao movimento

hidrodindmico da materia, a energia gravitacional total e a energia interna total.

As quantidades K e Ejn¢ séo a soma das contribui¢des de cada camada, ou seja,

K=%. KieEpn=Y, E.
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A energia cinética da i-ésima camada é calculada por

1

K= / d&r p;vi(r), (3.29)
2 Jv

onde vi(r) representa o campo velocidade no interior da #ésima camada. O campo
de velocidade deve ser determinado a partir da equacio da continuidade. Para uma

camada, esfericamente homogénea, temos:

(RiR? - Ri_lR?_l)r3 + (Ri_lR?_lR? - RiR?R?_l)

_ . <r<Ri (3
v(r) (7 —,) , Rici <r < Ri, (3.30)

o qual satisfaz as condigdes de contorno v(r = R;—1) = Ri_y, e v(r=R;) = R; . Aqui

também, para i = 0, adotamos a convencio Ry = 0 e Ry = 0.

Com esse campo de velocidades, a energia cinética da i-ésima camada é dada por:

3, - : Ty T Ri_,
K= (Ri: R 1) .
' lO(R 1 R )(Tm Tzz) ( R; ) (3:31)

onde

_ BEXHBEI 43641

11, (1618 my; (3.32)

o BENG 3641
T12 == T21 — 5 (1 +§l +€3)3 Ty (333)
1oz = E(6 + 367 + 66 +5) : (3.34)

(1 +& reyp W

com (f,; = Ri/Rz’ﬁl.
A energia potencial gravitacional se escreve como:
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Vo =——2

3 3
[gmif(éz') + 5 Mig(€:)lmi, (3.35)

=1

onde G e a constante gravitational, e

(26} +4£7 4 66 + 3)

N (1+&)
COIn
0, para: = 1;
M= (3.38)

j=1j parai > 2.

O primeiro termo na Eq.(3.35) é a energia gravitacional de auto interacio da i-ésima

camada, e o Ultimo termo surge da interagio entre as camadas.

A energia interna de cada camada é expressa como

E,’ = My, (3'39)

onde €; ¢é a densidade de energia por unidade de massa da i-ésima camada dada pela

equagdo de estado como uma funcio de p.

As equagdes de Euler-Lagrange levam & equagdo de movimento,

!

LR - dR
Ty =T +F, (3.40)
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onde T e T sdo as matrizes n x n dadas por
(1 T3 0 0 - 0\
2 2 3 3 .
T2(1) Tz(z) + T1(1) TI(Z) 0 :
3 3 4 4
o 5 mern? 1
T - 0 0 . . 0 , (3.41)
. . 0
. n-1 n— n n
: 0 T2(1 : Tz(z U("; T1(1 : T{zi
n Tt
\ 0 0 0 TS T
e
d .
T=_—-T 342
4, (3.42)

onde 1}(,:3 é o elemento de matriz da i-ésima camada especificado pelas equagoes (3.32 -

3.34). O termo de forca F é dado por

[ BEP - PR - S D+ MEFD 4 S(ma MY

3 + m2M29§2))]

8P, — P3)RE — R%[Mé? B Mz + 3 (madMagl? + ma My g>)]

\ BEPRE - KM + fmabMogd”)

onde P, ¢é a pressao do gas em cada camada, e

32

BE(P = Po)BE = M1 4 MEL AT 4 3(midigh) + mips Miga 0]

/

(3.43)
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G _ 3 +36+1)

T (e (349
o _ G432 +6L+5

£ = il a Jrgi +§;)3 ), (3.45)
M. 2+l (3.46)

0 iR

o) = 46 +2) (3.47)

(1+&+E27
Note-se que obtivemos, com esse primeiro tratamento, um conjunto de equacdes diferen-
clais ordindrias (eq.3.40) ao invés de equagdes diferenciais parciais como ¢ usual com a
abordagem hidrodindmica do problema. Realizamos, assim, o mapeamento fisico a que
nos propusemos, na medida em que a energia total do sistema é estritamente conservada
durante toda a evolugdo da dindmica do sistema e, além disso, mantemos o significado
fisico das varidveis associadas & cada camada. Note-se ainda que nossas equagdes de

movimento reduzem-se as equagdes da hidrodindmicano limite em que n — oo.

Em decorréncia da natureza fisica de nossa lagrangiana, podemos esperar que o
comportamento global da dinadmica do nicleo estelar esteja corretamente descrito, e
sein a necessidade de introduzir muitas sub-camadas no célculo. Com esse modelo, para
o caso de n = 2, foi possivel descrever os aspectos dindmicos do golpe hidrodinidmico do
nicleo estelar com sua divisdo em uma estrela de neutrons remanescente e a explosio

da camada externa.

Tanto na primeira abordagem, descrita acima, como naquela que sera apresentada
no capitulo IV, a estabilidade gravitacional do nticleo de ferro antes do inicio do co-
lapso é basicamente garantida pela pressdo do gas de eletrons degenerados cujo indice
adiabatico v é préximo de 4/3. Desprezamos as contribuicées de niicleos livres durante

a fase eletrénica. E durante as fases de mais alta densidade que, devido is reagdes
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de eletron captura e foto-desintegracéio, o micleo se torna gravitacionalmente instével
devido & reducéo de presséo e o processo de colapso tern inicio. O aumento de den-
sidade que acompanha o colapso posteriormente neutroniza a matéria do nicleo, e o
indice adiabdtico aproxima-se do valor critico de 4/3, levando o sisterna ao colapso,
praticamente em queda livre. Por fim, quando a densidade atinge um valor préximo
daquele da matéria nuclear, a equagao de estado subitamente endurece. Nesse estdgio,
o colapso é estancado devido a alta incompressibilidade da matéria nuclear e ocorre o

golpe hidrodindmico.

Simmulamos as propriedades da matéria estelar através da especificacio da pressio

total corno uma soma da pressio eletrénica P, e da presséo do gis de neutrons Py,

dadas por

P, = K1 {z(22% — 3)(z? 4+ 1)/? 4+ 3In[z + (2* + 1)V/?]}, (3.48)

€,

P, = K3p°/3, (3.49)

onde K; = 6.002 x 10*?(erg/em3); K, = 5.454 x 10%(erg -crﬂz/g5/3) :

O parametro relativistico  do gds de eletrons degenerado é dado por

M CLP A (FYO”> : (3.50)

b
MeC My

onde m, € a massa eletronica, Yy é a razdo inicial eletron-niicleo, p é a densidade

barionica e m, é a unidade de massa atémica.

O indice adiabético efetivo v(= dInP/dinp) pode ser calculado por,
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11

11,1
3P

Cd(F ~ 1)+ 1][8K,2%(2® — 1)"/2] + 5P, }, (3.51)

[

~

onde P= P, + P,.

Nas equages (3.50) e (3.51) o fator de neutronizacao F é

1

F(C) = 1+ RNV (3.52)

onde, ¢ = logiop; Cc = §(Ca+ ()i Ca= 2(¢n — ©); com € e ¢, como parametros livres.

A Tabela III-2 apresenta os pardmetros que definem as equacdes de estado usadas.
O indice adiabatico é uma funcéo suave da densidade e relaciona o comportamento do
indice adiabatico do gés de electrons relativisticos degenerados (v = 4/3) ao da fase fase

neutronica.

Tabela ITI-2

equacio de estado Cn Y
11.0 9.0
11.0 8.9
10.5 9.0

Para analizar a evolucdo dindmica do nicleo estelar prescrito por nossas equacdes
de movimento, preparamos inicialmente a condigao inicial correspondente 3 configuracio

do nticleo da pré-supernova. Conforme descrito anteriormente, dividimos o niicleo em

A

85



Explosao de Supernovas Cap. IIT
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Figura: 3.3. Evolugio dos raios das camadas como fungao do tempo. O eixo R
da ordenadas estd em unidades de 10%cm. A massa total do nicleo central
da estrela ¢ M=1.34MQE , a@ = (.940. Resultado obtido com a equagio de
estado A.

duas partes, com massas my = aM e my = (1 — a)M, onde M é a massa total do

niicleo.

Obtemos entdo a configuragio de equilibrio dessas duas camadas usando a equagéo
de estado de um gas puro de eletrons degenerados {Chiu, 1968) e que corresponde ao
um nucleo de ferro (¥ = 0.46). Essa é a configuragao inicial que atribuimos ao niicleo

da pré-supernova.

A partir disso, substituimos a equacio de estado de elétrons por aquela descrita

pelas equagdes (3.48) — (3.52). O processo de colapso é disparado quando o indice
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Figura: 3.4. Energia total de cada camada como fungio do tempe para o evento
da figura 3.3. A linha sélida representa a energia do nicleo central, a tracejada
a da camada externa. Energias em unidades de 1051erg = lfoe. Observe-se a
sibita mudanga nas energias no instante da inversio, o que evidencia a grande

taxa de transferéncia de energia do niclec para a camada externa.

adiabatico torna-se menor do que 4/3 para a densidade do niicleo da pré-supernova com

esta equagdo de estado.

Na figura 2, mostramos a solugéo da equagao (3.40) para M = 1.34M, and o =
0.940, aonde foi utilizada a equacéo de estado (A). Nesse exemplo, a camada exterior foi

ejetada por um forte golpe hidraulico, formando um ntcleo central de alta densidade.

No mstante da inversdo, uma grande quantidade de energia é transferida do nicleo

central para a camada externa, conforme pode ser visto na figura 3.3.
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Tempo (s)

Figura: 3.5. As mesmas condigdes da simulacio da figura 3, exceto que @ =

0.767.

Uma outra evolugédo pode ser examinada na figura 3.4, onde todos os parametros
sdo idénticos ao do primeiro exemplo, exceto que o valor de « agora é 0.767. Nesse caso,
a energla transferida néo foi suficiente para ejetar a camada exterior e o sistema passou

a exibir oscilagdes néo-lineares acopladas.

Podemos, entretanto, constatar que, nessas situacoes ndo-explosivas, se permitir-
mos ao sistema continuar a oscilar por mais tempo, verificaremos que ele acabard por

atingir uma condicao explosiva depois de um certo niimero de oscilacoes.

Com essa primeira abordagem do problema fomos capazes de obter uma boa des-

cricdo geral do problema da explosio de uma supernova e vimos reforcadas nossas
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expectativas sobre as possibilidades de se tratar um sistema hidrodindmico com um

numero de varidveis muito menor do que aquele que até aqui vinha sendo utilizado.
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CAPITULO V — A HIDRODINAMICA DE POUCAS VARIAVEIS

O Formalismo de a Transferéncia de Massa
A Massa como Variavel Lagrangiana

A Equagio da Energia
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IV-1 O FORMALISMO DE TRANSFERENCIA DE MASSA.

Néo obstante os resultados do modelo de lagrangiana efetiva, para que se possa.
tornar o método mais geral e competitivo frente aos procedimentos ja consagrados de
mtegragdo dos problemas da hidrodindmica, devemos proceder a um exame cuidadoso,
e com a intencao explicita de evidenciar quais e aonde podem se encontrar os pontos

criticos.

Nesse sentido, o fato de nossos célculos dependerem como vimos, forte e explicita-
mente, da escotha do pardmetro livre « parece surgir como o ponto mais fraco de toda

a abordagem. De fato, tal dependéncia néo encontra similar na hidrodinimica.

QOutra questido que enfrentamos logo apds as primeiras aplicacdes bem sucedidadas
de nosso modelo s configuragbes de duas camadas, foi a de que, para um ndmero
maior de camadas, o cdlculo passou a apresentar um evolugio irrealistica, com as varias

camadas exibindo um comportamento oscilatério absolutamente nao-fisico.

9



A Hidrodinamica de poucas varidveis Cap. IV

Ha aqui, como sabemos, um similar na hidrodindmica convencional. Se utilizarmos
as equagoes hidrodinamicas corretas, ou seja, livres de quaisquer linearizacés ou ou-
tras aproximacdes e que contenha toda a fisica necessaria & completa caracterizacio do
problema, tais como os mecanismos de condugio e dissipacdo de calor, ainda assim, ao
realizarmos a integragdo nimerica vamos nos deparar com o surpreendente resultado de
que as virias camadas usadas para descrever o fendmeno irfio apresentar um complexo

movimento oscilatorio de natureza cadtica.

A origem deste inesperado comportamento nio esta, como se poderia concluir de
um primeiro exame, em qualquer falha elementar do método de integracio, ou em uma
simples propagacio de erros numéricos. Na realidade a causa dessa falha dos métodos
hidrodindmicos convencionais é mais basica e remonta ac préprio conceito de equagio

diferencial como forma de retratar a realidade fisica.

E nas hipéteses fundamentais e necessérias ao estabelecimento das equacdes hidro-
dinamicas aonde vamos encontrar a raiz de nossos problemas. J4 na prépria definicio das
varidveis dindmicas, quando explicitamente estabelecemos que estas devem representar
o valor médio local de uma grandeza que, devido & estrutura corpuscular da matéria, é

na realidade de natureza estatistica.

E nesse ponto que nos afastamos de uma representacio mais préxima da realidade
de forma a poder transformar um problema microscépico e estatistico, num problema
macroscépico abordavel com as técnicas convencionais da mecanica dos fluidos, ou seja,

com a introdugdo da equagoes diferenciais parciais da hidrodindmica.

De qualquer modo, o sucesso desta linha de idéias é inquestionavel pois com ela é
possivel tratar a majoria dos problemas da din&mica dos meios continuos. Apesar disso,
devemnos notar que desta maioria estdo excluidos seletivamente todos os fenémenos em

que a natureza nao-linear da realidade fisica exerce um papel relevante.
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A exclusao dos fenémenos nao lineares costuma ser feita de forma implicita, quando
escolhernos as condi¢bes iniciais, as condigdes de contorno, e o intervalo de integracao
para que o carater ndo-linear jamais chegue a se manifestar; ou de forma explicita,

quando ja de inicio linearizamos as equagdoes hidrodindmicas.

Quando nao é do interesse, ou quando nfo é possivel, abordar um problema da
maneira descrita acima, entéo, inevitdvelmente, aquele estranho comportamento cadtico

ir4 se manifestar provocando a algaravia de todo o célculo.

Uma forma de apontar claramente a origem das dificuldades estd em se constatar
que um sistema fisico idealizado pelas equagoes da hidrodinamicas expressas na sua
forma mais completa s6 se afasta de um quadro real pelo fato de ser, por construcao,
um sistema continuo. Até este estagio, néo introduzimos nenhum elemento novo ao
problema, inclusive por que todo e qualquer tratamento analitico jamais apresentou um

tal resultado estranho.

Ao discretizarmos as equagdes para se obter as equagoes de diferengas finitas esta-
mos agora, por uma questao de método, incluindo uma discretizagéo artificial em nossa

representacao da realidade.

Ficamos assim, com um sistema fisico no qual eliminamos a natureza discreta da
matéria, mas ao qual adicionamos uma discretizacao artificial para fins de tratamento
numeérico. Fora isto, nosso sistema idealizado é um legitimo sistema fisico, no sentido
em que ¢ regido por leis fisicas corretas e auto-consistentes. Consequentemente, desse
sistema se espera um comportamento coerente com as leis da Fisica, o que ele realmente

faz quando exibe uma evolugao cadtica.

Isto por que, devido ao Principio da Equiparticao de Energia, deveremos esperar

que, com a evolugdo temporal do sistema, a energia total ird se distribuir por todos
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os graus de liberdade efetivavemente disponiveis, o que inclui os modos vibracionais

anbmalos como os que nos deparamos quando da integracio numérica do problema.

Essa forma de ver o problema tem a vantagem de evidenciar a profundidade e
gravidade da questao, e contribue para indicar a melhor direcio a seguir. Permite
também interpretar mais claramente o papel da pseudo-viscosidade de VonNeumann e

atribuir um sentido fisico a esse artificio matematico.

A solugdo de VonNeumann é uma forma de minimizar os efeitos do caréter cor-
puscular, indevidamente adquirido pelos pontos da rede de integracio é atribuir a esses
novos graus de liberdade uma, viscosidade artificial com um valor suficientemente alto
para atenuar os movimentos oscilatérios anémalos, mais que ainda assim, permita ao

sistema uma evolugao dinamica razoavelmente realistica.

Essa energia retirada dos graus de oscilagao anémalos ¢ transferida pela viscosidade
artificial de VonNeumann diretamente para a forma de calor ou energia interna do

sistema.

Sem divida, um dos pontos mais fracos desse tipo de solugiio é a introducio de um
pardmetro livre necessario ao ajuste do valor da pseudo-viscosidade para cada situagiio

particular.

Toda essa problemadtica ocorre igualmente em nosso primeiro formalismo e é a
explicacdo das nossas dificuldades para o tratamento da explosio de supernovas quando

a estrela inicial é modelada em véarias camadas.

Uma, solugéo como a de VonNeumann ja nao ajuda aqui, pois a sua inclusio faz
com que a regido de transicao da frente de onda de choque, na sua forma atenuada,
se estenda por varios pontos da rede de integracio e exige que, além disso, seja muito

menor do que as dimensdes globais do problema.
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A tnica forma de atender a esses pré-requisitos é realizar uma rede com muitos

pontos de mntegragao, o que ¢ frontalmente contrario s nossas propostas de partida.
Estamos entéo frente a duas questdes:

a)- Necessitamos incluir um principio, lei, ouregra, que leve & discriminacio das massas
de cada camada de maneira a eliminar o pararametro « arbitrario do primeiro for-
malismo. Nossa hidrodinamica de poucas varidveis deveria ser capaz de prescrever,
de modo natural, para a explosdo de uma supernova, aquela separacac de massa
da estrela primordial em uma estrela de neutrons remanescente e num envelope
ejetado violentamente, da mesma forma como o faz a hidrodinamica convencional

de muitas varidveis e é confirmada pelos dados observacionais.

b)- Procuramos um equivalente & solugao de VonNeumann, de forma a eliminar os mo-
dos de oscilagio esplirios e permitir a integracdo de um problema hidrodinamico
qualquer com um ntmero de camadas maior do que dois. Pelo que discutimos
acima, néo existe, de principio, qualquer possibilidade de se adotar alguma forma
de pseudo-viscosidade adaptada ao nosso formalismo hidrodindmico de poucas
variaveis.

Por uma questao de economia de Principios procuramos uma solucio para ambos
os problemas através do uso das leis fisicas que ja vinham nos norteando até aqui.
Isto mmplica em usar as leis da mecénica, conforme decorrem do Principio da Minima
Acao. No caso dessa abordagem ter sucesso, teremos em maos um formalismo bastante

consistente e de acordo com nossas melhores expectativas.

Em consonéncia com essas idéias, procuraramos usar o Principio da Minima Acao

para a determinagao do parametro « de nossa primeira abordagem.
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Isto significa que, numa otica lagrangiana do problema, «;, ou a massa m;, ou a
densidade p;, de cada camada deveria ser mais uma incégnita, como ja o sfo as posicdes
;. Ou seja, que aquelas varidveis deveriam ser vistas agora como legitimas varidveis
lagrangianas e portanto deveriam passar a ser tratadas nas mesmas condi¢des que as

posigoes.

Se preferirmos um enfoque euleriano, entdo nossa proposta corresponde a tratar
simultaneamente e de forma indistinta tanto as varidveis hidrodindmicas cldssicas (P,
¢, T, etc.) como as coordenadas R; dos pontos da rede onde aquelas mesmas varidveis

sao especificadas.

Um aspecto que subjacente & essa forma de atacar o problema estd em que, sob
certo aspecto, a individualidade de cada camada, essencial ao carater corpuscular,
ficaré definitivamente eliminada do problema. Uma vez que as camadas deixam de
ser estanques, torna-se possivel a troca de energia de outra maneira que nao o choque
mecanico, e dessa forma prescindindo de uma pseudo-viscosidade ou outro artificio. Dai
se vé& que nossa expectativa € a de que o mesmo ataque do problema permita resolver

simultaneamente as duas dificuldades.

Tratar as massas M; como variiveis lagrangianas significa realizar as derivagoes
parciais da lagrangiana L(R;, M;) e obter novas equagdes para as variaveis R;, e um

conjunto adicional de equagdes para as variaveis M;.

Posteriormente, devemos abandonar as condigées de contorno: v(r = R;—;) =
Ri_l, e v(r = R) = R,-, adotadas no primeiro enfoque. No lugar dessas condigdes
devemos usar outras, obtidas da equacio de continuidade aplicada aos limites de cada
camada. Vamos permitir que o campo de velocidades seja descontinuo entre as camadas,
pois 56 dessa forma as massas (ou as densidades) podem se tornar varidveis realmente

independentes das coordenadas de posigao.
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Surge aqui, e de forma muito natural, um aspecto muito interessante dessa abor-
dagem: Se pretendemos atacar um problema altamente nio linear como o das ondas
de choque, entdo devemos mesmo deixar espaco para que as variaveis hidrodinamicas

que, q
possam ser descontinuas, pois que é exatamente dessa forma que elas se apresentam na

natureza quando da ocorréncia de uma frente de choque.
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IV-2 A MASSA COMO VARIAVEL LAGRANGIANA.

Consideremos uma lagrangiana dependente das massas e ratos de cada camada ¢ :

L= ,C({R,}, {Ri}, {Mi}’ {Ml})
(4.1)
=K — VG - Eint,

onde, como antes, K, Vg e Eip; sao a energia cinética total associada ao movimento
hidrodindmico da matéria, a energia gravitacional total e a energia interna total.

As varidveis massa sio especificadas por M; =3 ., m;

com

4

Vamos supor um campo de velocidades v;(r) esfericamente simétrico e radial de

maneira que a equagdo da continuidade:
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V.pivi + pi =0, (4.3)

se aplica ao interior de cada camada:

Vit 2 =0, (4.4)
pi
aonde supomos p; = p;(t) e independente da posicio.
Apds integracao obtemos:
1. p
vi(r,t) = = [—g-f;r +b()], (4.5)

2

sendo b(t) a constante de integragdo. Substituindo os valores de p e g, temos:

+ = (4.6)

1 Mz‘ — Mi»—-l R?Rz - R?_lRiml b;
R Al v v R} —R? | "

Nesta equacao, My =0, By =0, e b; = 0, por convencao.

Nos limites de cada camada, a equagio da continuidade pode ser integrada. e assim

fornecer a condicido de contorno:

pi (v.,-(R,-) - R,-) = P (vz‘+1(Rz‘) - R,—) : (4.7)

Dessa, iltima equagdo se conclui que o campo de velocidades nio poderia ser

continuo entre as camadas, pois:

Se ’Uz'(Ri) = vi+1(Ri), entao Ui(R,') = vi+1(R,;) = Rz
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Uma forma mais conveniente para a equagio da continuidade de maneira a fornecer

o pardmetro b(t) é:

M; N
4rR? pi

(Ui(Ri) - Ri) : (4.8)

E podemos escrever o campo de velocidades como sendo:

R,? R§—1 : Rzg—l R? -
"=V R ( N ) MUE-R, ( ) T?)RH

1/3 R\ 1/3 R3\ .
_ i SR VALY & (SR § YA
M; — M, (r 2 T T JMi-

que permite a integracio da energia cinética da : -ésima camada como funcéo das

variaveis lagrangianas:

1 . .
K,: = é / dsl' pi(Ri,Mi)V?(I‘,RI’,Ri,Mi,Mi), (410)
Vv
0Ol
R" . -
K; = 2np;(R;, M) v2(r, R;, R;, M;, M;) dr. (4.11)
R; 4

Fazendo uso da expressao

Ri—1 D 2
(4.12)

para agrupar termos comuns, resulta em :
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K; =2mp, l:

R, [% ~ R} (R} —R:)) - RS (% - Rsl—l)} 52
(& - R’,)’ :

3

- ()
M i—1

2R, [R? “B RtR
(m-m)’l 52
o, [ o) -r ()]
- 3(1} — R} M; — M) o

R?_R?—1 ? R?—l
2R?ﬁ1 [ 5 - E +2 (Rf *R?—l) - R?R?—l (RL* _ R‘l“‘)} R 1 M
SR~ R,)(4 — Mimy) o

R? 2 R; — R}_, 3 2 2 6 L ! 72
" (R? - R?Hl) [ 5 M (- R - R (E - Rf—l)] "

R [E - o r) - RAL (- )|
3R ~ B) (M — i) i
T 3(RY - R?iﬁﬁ% - M;i—1) [Rf —5Rf_1 B (B - B - B (R;z - Ej‘:)} Rid;
o |t - R (- R - R (- )
-5 _QMi_l)ﬂ [R? —5R?_1 R +2R?_1 (B - R_) - BR ( R% B R,-lﬁl)} Moy M
o | - R (8 - B - R (- )| e
} (4.13)
Definindo
i (4.14)
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Temos:

R-R_, . ., 1 1 11
S Bt ool SN » . _R? ) - RS - _ = Z—(£5 _5gd 3 _5\R®
5 Rl-—l (R'.', ‘t‘—l) R!"-I (R1 Rz_]_ ) 5 gl (E’! 5&-2 + 951 ) i—17

(4.15)

R - R 1 1 1
S R (B - B) - B (- ) = 06 98+ 560 - DR,
1 1—1
(4.16)
R-R_, R+R_, . ss (11
5 - 9 (R1 - Ri—l) - Ri Ri—l (E o Ri—l -
= (€ 456 56 4 1) RE,. (17)

De maneira que a expresséo da energia cinética pode ser escrita como:
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3
T 10
o, & 667+ 36 +1)

BGE R
+362 + 66 +5) -,
(E+&+17
Ri, (5] +66F +36 +1)(& —1)°

K;

+mél (&

r2

+9(Mi —~ M;_1) (2 4+&+1) M,
BRI, (62 +362 +66 +3)(& —1)2 .,
" om, G(E+E+ 1) M,

(€2 436 +1) .

£2 1 R;

+3m;g; GRS R, 1R,

2, (B +6E+3+ (6~
T T g Ty M

4536+ D(E =D p o

_R:’—l (512 +§1 + 1)2

3 (-1,
—R, & (E+6+1) B:M; 4

2, (43 +66+5)(L-1); o

SRR T g e
RI (€ +3 +66+3)(&—12 - o
3m, (2 +&+1) Mia M

?

onde foram usadas as relagdes:

(6] —5E7 + 967 — 5) =(€7 + 3¢7 +6& + 5)(& — 1)°,
(467 — 563 + 567 — 1) =(€7 + 3¢ + 1)(¢& — 1)%,

(567 — 9€7 + 56 — 1) =(5¢7 + 667 + 3& +1)(& — 1)°,
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onde

(&4 1)(&— 1) =(¢F — 1),

G+ &G+ -

1)

:(63 - 1):

(& +E+E+1)(E - 1) =(& - 1),

A energia cinética da -ésima camada é dada por:

T

Tis

' ) . . Ty The Tz T 1
K; = Iij(Ri_l R M. M;) T:jl Tso Tis TZi Maﬁl
Ty Tay Tay Ty M;
o (B8 +66 +36 +1)
11 = (62+Ei+1)3 iy
_éz(ﬁi?"fz_m
E+&+1 "
_ 1(36 + 667 + 36 + 1)(& —1)3.
8= (&6 +1) o
1(E+36+1)(&-1)
T B I i
o E 3 r66+5)
2=l g a ey
(6 +86+1)(6i—-1)
=3¢ @+Grr
T, o L6 62436+ )& -1 REL,
9 (622‘|‘£z+1) (M,‘*Mi—l)’
I, = L€ 362 1664 5)(¢, — 1) B2,
6 (EF+6+1) i’
Loy — 116 +38 + 66 506~ 12 RE,
9 Ez(€2+fi+1) i
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Vamos definir a matriz P, cujos elementos séo os polinomiais:
P (562 4+ 667 +36; +1)
11 (6,’2 + ga + 1)3 )
2
: + 3 i+ 1
fia = s?g? +§f+ 1)3)’
b, _ (BE 46 436 +1)(6 ~ 1)
? (E+&+1) ’
_ (G436 +1)(& 1)
P14 -— P 3
(&F+&i+1)
Py = I T 1) (@27
= .

(E+&6+12
P = 2 (68 +36 +1)(& - 1)
UM @y

p.. o O 68 +36 +1)(& —1)°
33 — (612 +£‘i _|_ 1) ]
., - (6 +36 166 +5)(¢ — 1)
T (EZ+&+1) ’
Py, - (G +3E +66+5)(& —1)°
L&+ &+ 1) '

De tal forma que podemos escrever:
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Ti1 = miPia,
Tvo = miPia,
1. .
Tz = “gRZ - 1Py,
1
Ti4 = ——Riq Py,
2
Ty = miPye,
1 (4.28)
Iz = —-2-R1—1P23,
1 R2
Tss = — =l P
1 RZ
Tay = - ——% Py,
6 Ty
1R,
The = 9 T, L
A energia cinética total:
3 e A -
K= EQgiTg#ijQ“j, (4.29)

onde Qp; ¢ o vetor das coordenadas R; e M;, e vale a regra de soma de indices repetidos,
com os indices latinos variando de 1 a n e os indices gregos variando de 1 a 2, para

especificar as coordenadas de posi¢ao e coordenadas de massa respectivamente.

Te,:; é dado por:
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Ty =

Tioij =

T2 =

0
0
Ty,

n—-—1
T~V
0

¢
0

1) T

) 1
T3

/I Y

0

0
¢

T+ T T

observe-se que: Tepuij = Tpeyi

(T Ty 0
2 2 3 3
oy 1P +1y 1Y
3 3 4
0 Y T+ T
0 0 )
: 0
\ 0 0
(153 T 0
Y TR+TS T
0 TS
0 0
: 0
\ 0 0
(T T 0
79 1P +18 T
0 Ty
0 0
: : 0
\ 0 0
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T

T3 2T
T43

Te
7 )

Ty
T3y )

0\

0
0

Ty
T,y

)

. (4.30)

. (4.31)
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A energia potencial gravitacional:

n R;
Vo = MGZ'/ Vi(r)pidnr? dr, (4.33)
i=1 Y i1
onde
Vi(r) = —GM;(T), (4.34)
com
Mi(r) = Mis 4 p (6 — RL,), (4.35)
e
(M — M)
T EERL) 39
resultando em
3 .« 1
Vo =—-G ; Cig— (4.37)
sendo que
1
Ci = [fil€) M, + gi(&) Mi M + hi(éz‘)Mf];, (4.38)
onde GG € a constante gravitacional, e
fil¢i) = —(3& + 3¢ — 267 —2¢, - 2), (4.39)
gil€i) = —(& + & -4+ &+ 1, (4.40)
hi(6) = +(26 + 267 + 267 - 3¢ - 3), (4.41)
pil&) = (& +&+ 1) & —1). (4.42)

As derivadas parciais de Vg, com as coordenadas R e M, sio:

Vg 3 1
R, = —EGR_f_l—[CH_I + Cipibipr —~ CiEl, (4.43)
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onde
= [fiM 1+mMﬁﬂq+HMﬂ——§%; (4.44)

Vg

ngz ft-l—l h E:)
= — G’ M;_,2 M; + LM, 4.45
6‘M,~ 10 R, [ jih - (pz-l-l i pz-l-l +1] ( )
A energia interna total é expressa por:
n
Eine =Y _ maiei(ps, S:), (4.46)
=1

onde S; e a entropia especifica da camada : As derivadas parciais de Ejin:, com as

coordenadas R e M, sao:

OFins e (pi, Si)> Opi
=m; . 4.47
aR; ( 8pi ) 5 OR; (4:47)

Com a segunda lei da termodinamica

9 /s p
Obtemos:
OE;,
aRat = —4nR{ (Ps — Piy1), (4.49)
e
OFine . [ O dp
BM,- - E(pi) E(Pz—f«l) + my (apz)s 3M1 ) (450)
e entao
aEzn
ag, ~ e Haw (451
onde
ﬂw@ﬁwﬁ%ﬂ, (4.52)
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¢ a entalpia do gés.
A lagrangianda do sistema £ = K — U, se escreve como:
3. . .
= 79 Q0iTouij Quj ~ U (4.53)
A equag8o de Lagrange
d ocr aL
- = , (4.54)
dt aQak aQak
para esse sistema é:
3d 3 - (9’1‘9 oU
T et 20} i 4.
10 dt{ Cl'pl.k_jQy.] +QB: Batk} aQak Qp‘-] aQak ( 55)
Com as simetrias de T, temos:
3 Q aTg au
T, hij : 4.
5dt{ .ukJQ.uJ} aQak Qu; aQak ( 56)
Que derivando:
- 1. BT@MT d [ . 5 oU
Tauk}Q#J Q aQak Qu} - E (Ta#k]) QuJ - 53—Qak . (4.57)
Reagrupando:
A o 10T6u; 0Taukj 5 U
oo ; wig _ - opks 2 9 _
ki Qui = Qos 2 Qo 0Q,; JQus 3 0Quk (4.58)
Para tirar proveito dos zeros da matriz T, wij, € do fato que:
t=k—1,
( 1=k,
=k+1
Toui : :
9Louis s 0 para < (4.59)
8Qa j=k—1,
j=k,
j=k+1.
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Podemos entao escrever
Topk; Quj =
ari‘ﬁu‘ici.,k—l 3"1“9,.;‘,;:_1,1: 0 .
X 0Qar 8Qux X Qok—1
. ' - ATouk k-1 AT, kr BTk, k41 .
- — —t x —_— 6.k
5 (Qok1 Qox Qo) 3Qur Qs  9Qax L,
0 aTB,u‘,k-I-l.k 6T9u,!«:+1,k+1 Qﬁ‘,k+1
BQak 0Qux
aTn;,u,k,k—l 6Tap,k,k 0 .
Qok-1  BQpk-t Qo k-1
i - . Ok k1 AT o OTapk, k41 .
(Qoe—1 Qor Qo kt1) T T Y Qo
0 Map e Taukrtr QG,k-H
Qs k1 Qo k41
5 9U
o v (4.60)
3 aQak

Para o desenvolvimento do calculo convém definir a matriz

ari‘f)_u.!c—l,k—l 5'1‘9“.,:;—-1.& 0
aQak aAQak (’;)T
A - T k1 LAWY T,k k41 b, k—2+a,k—2+b (4 61)
akbuab OQuk Qs ) OQuk aQak ?
0 6T9,u_,k+t,k 3Ta»,{:+1,k+1
Qs 9Qak
cujos termos podem ser explicitados:
Alk].lll - P
119
Rk,
Smk
A1k1112 = P
2R

Ajrins =0,

ME41 k41
Ak = 7 Pt §+1+R P,
& k—
341 prit
Airi123 = — R, et
mk+1 k+1
Aijrnzs = 7 Pt ey,
k
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1
Agpionn = —EP{I;,

1.
k
Ajgi212 = —§P14,
Ajri213 =0,
Asgrzn = — 2 Pk
1k1221 — 2 233
ph¥1 _ pikt1

3

1
Agkize2 = —3 (P{)§+1§k+1
1
Ajkizes = 5 (Pfi+1§k+1 - P1k4+1) ’
Ajkiazn =0,

1
Alrizzz = 3 (Pyst ¢rys — P,
1

k41 k+1
A1k1233 ~ & (P’4+ Ek+1 - P24+ ) ’
Ry
Aqkaon = ——Pif
gmk 33

Ry
Atz = —— Pk
6mk 341

Al k2213 — 0’

R 2R
—EHL prktt S0k pkb RT:?, 1P44)

1
Ao = - (
9\ Mg M-t1

1 k+ k1
Agazoz = o (—Rk+1P3'4 ! + 2R Py ),
1
Argzo3z = T— (—Rip1 Pt +2RkP4k4+1) , (4.62)

k

Agpiinn = Py,
2 ok

Agpiin = EPH’
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Azki113 =0,

k+1 k
AZkllZZ = —P11+ +P22;

2

k+1
A-‘2k1123 = _§P12+ 3

k+1
A2k1133 = _P22+ »

2
B
2
ka
2
B

677?% 343

k

Asgaz11 = 335

Asgpazin =

A2k2213 = 0:

9 2 33 m2

k+1 k

1 / R? R:_
Aggaoee = — ( EHL pEFL_ ,.Ll.pf4) ;

i
+1 k1
A2k2223 = 6—2})34+ 3
ME11
RQ
k k+1
A2k2233 - __—2_P44+ 3
M1

Aogi12qp = 0,

Convém agora definir a matriz B:

1
Bakﬁ,u.ab —

E entfo podemos, finalmente, escrever as equagtes de movimento como:

Ta,uichuj = Q9,£H2+a{Bakﬂmb}qy,fc—z-@b -

§Aak9;mb - A9,k—2+a,a,#,4—a,2—a+b-

Cap. IV

(4.63)

(4.64)

onde o tilem k, indica que para este indice nao vale a regra de soma de indices repetidos.
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IV-3 A EQUAGCAO DA ENERGIA.

Nosso modelo basico presupde a hipdtese aproximativa de Chandrasekhar de que os
efeitos térmicos sdo despreziveis frente 4 energia de Fermi. Em concordéancia, a equagao
de estado utilizada nos cédlculos foi desenvolvida supondo a completa degenerescéncia
tanto do gas de elétrons como do gas de neutrons. A idéia consiste em se isolar os efeitos
dindmicos globais dos outros processos relacionados & micro-fisica da matéria estelar.
Pelas mesmas razbes, também ndo foram consideradas quaisquer perdas ou producio

de energia.

Devido as condigoes fisicas, que se acredita, predominantes no interior de uma
supernova tipo II, ndo se pode esperar que processos termonucleares exercam um papel
relevinte no mecanismo explosivo. Dessa forma, desprezar a nucleossintese de energia

é uma boa aproximagio e é usualmente adotada na literatura.
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Nossa equagio de estado reflete as propriedades da matéria estelar durante a
transicao de um gas de eletrons para um gis de neutrons como resultado dos pro-
cessos de captura eletrdnica e foto-dissociacéo dos ntcleos de ferro. Ambos os processos
implicam em grande podugio de neutrinos que, em geral, serdo capazes de escapar
livremente para o espaco exterior. No entanto, nos estagios mais criticos do processo de
inversio do colapso, uma parcela considerivel desses neutrinos poderd ainda vir a ser

recapturada pelo meio.

Realisticamente, os mecanismos de transporte por neutrinos nizo podem ser igno-
rados na dindmica de explosao de supernovas. Essa aproximacio sé se justifica como

uma simplifica¢ ao adotada em concordancia com os objetivos acima expostos.

Todo o desenvolvimento analitico feito até aqui tirou proveito dessas aproximagoes
e foi 0o que permitiu escrever uma lagrangiana efetiva que contém um termo de energia

potencial. Essa foi a forma encontrada para se obter as leis de evolugido das varidveis

hidrodindmicas e da prépria rede de integracio (eq. 4.64).

Assim, o modelo desenvolvido até aqui é totalmente mecanicista e isento de efeitos
dissipativos. Esta é a razdo pela qual pudemos escriver uma lagrangiana que nao depente

explicitamente do tempo, e que contém um termo de energia potencial conservativo.

No entanto, para que se possa considerar corretamente o papel das ondas de
choque € necessdrio levar em conta devidamente os aspectos termodinamicos da fisica

em questéo.

As leis de evolugiio (4.64), que foram deduzidas para um sistema mecanico nao
disspativo, estabelecem a conservagao do momento para as varidveis R; e a conservacao
do momento canonicamente associado as varidveis M;, que tem dimensao de energia por

unidade de massa.
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Nosso objetivo aqui € encontrar uma generalizagio do sistema de equacdes (4.64)
de maneira a descrever um fluido real qualquer, sujeito as leis termodinamicas gerais e

no qual possam estar presentes fontes ou sorvedouros de energia.

Em primeiro lugar, mais por uma questdo de conveniéncia de conceitos, do que
de precisao dos célculos, sera necessdrio reintroduzir os efeitos térmicos na equacio de

estado, de forma a termos:

p = p(p,T). (4.65)

As propriedades do meilo, para a sua completa definicao dependem ainda da ex-

pressdo da energia interna:

e =¢(p,T). (4.66)

A hipétese que aqui, entdo, se faz é a de que aquelas leis de evolucao (4.64), de-
duzidas para um sistema mecénico conservativo, continuam vélidas para descrever um

sistema dissipativo e irreversivel.

O sistema deve, além disso, satisfazer a Primeira Lei da Termodindmica — que néo
pode ser deduzida da Mecédnica bf — e dessa forma garantir a conservacao da energia

total que se expressa na equag ao:

(4.65)

Os efeitos dissipativos necessarios & transformagdo de energia mecénica em energia
interna serao, entdo, ditados pelo fluxo de energia interna associado 4 transferéncia de

massa entre camadas e, eventualmente, por sorvedouros representados em 4.
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Em conclusdo, sera necessario abandonar a hipétese, muito til até aqui, de que o
meio € descrito por uma equagao de estado de um gas totalmente degenerado, porque,

como tal, evoluira sempre como um sistema termodinamicamente reversivel.
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CAPITULO V — RESULTADOS

Dscussao

Conclusoes Finais
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V-1 DISCUSSAO

A profundidade do problema da Hidrodindmica se torna evidente quando se tenta
integrar as equagoes diferenciais parciais de Navier-Stokes para obter a descrigiio de um
determinado fenémeno fisico. Mesmo que estejamos usando as equacdes hidrodinamicas
nas suas formas mais exatas e completas, de maneira a incluir toda a Fisica pertinente,
e mesmo que possamos utilizar um namero de células de integragdo tao grande quanto
o desejarmos, ainda assim, todos os esfor¢os redundario num surpreendente fracasso.
Isto porque teremos, como resultado, uma evolucio irrealistica e totalmente cadtica.
Logo apds os primeiros passos de integra¢do as varias varidveis do problema comecario
a manifestar um inesperado movimento oscilatério que rapidamente levard a desorga-
nizagiao e colapso de todo o célculo. O que pode parecer mais estranho é que aumentar

a densidade de células de integragio s6 fard agravar ainda mais o quadro.
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Vamos inicialmente tentar descrever o colapso e explosio de uma supernova através
da integracdo numérica das equagdes da Hidrodindmica. Resulta que toda a fase do
colapso € perfeitamente representada, a energia total do sistema é conservada, e os
resultados estdo em boa concordéncia com as previsoes da teoria analitica de Yahil para

o colapso homélogo, véalida para esta etapa do fenémeno.

50 F 1

30 ' :

raios (100km)

20 i

10 T

0 L L L L 1 1 ] 1 | 1
0 20 40 60 80 100 120 140

tempo (0.01seg)

Figura: 5.1-a. Evolugao dos raios x tempo. Dindmica geral do colapso de uma

supernova até o ponto que pode ser descrito pela hidrodinamica convencional.

A Figura (5.1-a) exibe uma evolugdo tipica para o colapso de um nucleo este-
lar conforme prescrito pela Hidrodindmica convencional. Tratamos esse problema com
o mecanismo lagrangiano sem transferéncia de massa sendo que os resultados foram

obtidos, com o cédigo numérico do formalismo hidrodindmico de poucas varidveis com
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transferéncia de massa, porém, impondo M; = 0 para todas as camadas. O célculo,

dessa forma limitado, se torna equivalente a integracéo hidrodindmica convencional.

Partimos de uma condicao inicial consistindo de um nicleo estelar com uma massa
solar e constituido de um gas de eletrons degenerados e nicleos de ferro. As massas e
raios de cada camada sdo obtidos através da minimizagéo da energia para o equilibrio

hidrostitico da estrela.

Conforme descrito no capitulo III, aqui também o processo de colapso é disparado
pela introdugao na equagao de estado do mecanismo de captura eletrénica e formacio

de um gas de neutrons livres nao relativisticos.

Somente nos estagios finais do colapso, quando do inicio do processo de inversao, é
que toda a abordagem fisica até entdo utilizada é colocada em questéo, pois, a evolugio
coerente da lugar, abruptamente, a uma completa desorganizagao de todo o célculo, a
energia total deixando de se conservar, com as vérias coordenadas exibindo um inusitado

comportamento oscilatorio.

Elssa evolugao absolutamente irrealistica e nio-fisica nao pode ser atribuida a qual-
quer falha numérica simples, como propagacéo de erros, erros de truncamento, etc. De

acordo com o discutido no capitulo II, a causa é mais profunda.

Por essa razdo, ndo € possivel tracar uma evolugio hidrodindmica convencional
para as fases pos-colapso. Além das oscilagdes espiirias e da ndo conservacio da ener-
gia, o passo temporal de integragio tende a se tornar tdo pequeno, que impede qualquer
progresso pratico. Isto decorre das exigéncias de precisdo numérica e do grau de com-

plexidade da evolucao anémala que se manifesta nas fases finais do célculo.

Na Figura (5.1-b) apresentamos o detalhe dos instantes finais do colapso aonde

é evidente o resultado nao-fisico obtido, com as vérias camadas entrechocando-se vio-
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raios {100km)

25

20

15

127
tempo (0.01sep)

125 126

Figura: 5.1-b. Evolugio dos ralos x tempo. Vista amplificada da evolugio geral
da dinimica do colapso de uma supernova de até o ponto que pode ser descrito

pela hidrodinimica convencional.

Cap. V

lentamente. Usamos tracos diferentes para camadas sucessivas por uma questdo de

clareza. Cada entrechoque representa um consideravel esforgo computacional e é isto

que virtualmente impede a progressdo do calculo, pois o numero de colisdes aumenta

quanto mais préximo estivermos do instante de inversdo. Pode-se observar no grafico

que durante um entrechoque todo o material contido em uma camada passa a ocupar

uma regido de largura quase zero. A dificuldade tende a aumentar com o nimero de

camadas utilizadas para representar o fenémeno.

O formalismo hidrodinamico de poucas varidveis é capaz de descrever todo o pro-

cesso de inversao do colapso e formagdo da onda de choque para as mesmas condigoes

iniciais. Nas Figuras (5.2-a) e (5.2-b}, podemos observar os instantes finais do colapso
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homslogo (¢ < 1.25 seg) a partir do qual toda a dindmica é dominada por uma evolugio
fortemente ndo-adiabitica. A nao-linearidade das equag¢des deixa aqui de impor maiores
dificuldades e, conforme de vé dos graficos, torna-se possivel a plena integracao do pro-

blema.

Nossa abordagem determina completamente as equacgdes diferenciais que especi-
ficam a dindmica de um fluido prescrito por um nimero finito de variiveis. Essas
equagoes foram obtidas do Principio de Hamilton sem qualquer outra hipétese que o re-
conhecimento de nossas reais limitagdes para o conhecimento e descrigio de um sistema

fisico.

Vale ressaltar que chegamos a esses resultados sem recorrer a qualquer parimetro

livre de ajuste e que as equagdes foram integralmente deduzidas sem nenhuma aproxi-

magao.

E & partir do instante da inversio que as vantagens da abordagem aqui proposta
ficam evidentes. Em primeiro lugar, podemos verificar (Figura (5.2-b)) a formagéo
expontinea de um nicleo estelar remanescente com uma dinamica prépria que, com o
passar do tempo, se torna cada vez mais desacoplada do restante da estrela. Essa regio
central, delimitada no grifico pela camada 1, a mais préxima do eixo das ordenadas,
apresenta uma densidade média da ordem da densidade nuclear, o que permite identifics-

la como a estrela de neutrons remanescente da explosao da supernova.

As oscilagoes desse corpo central sdo, na verdade, rapidamente atenuadas em uns
poucos periodos devido aos mecanismos dissipativos, tais como de emissdo de neutri-
nos, etc. Entretanto, uma vez que o nucleo central fica dindmicamente desacoplado,
sua evolugdo ndo afeta mais o comportamento geral. A introdugio dos processos de dis-
sipagio de energia deverd fazer com que essa estrela de neutrons central atinja quase que

de pronto o equilibrio hidrostético, com isso tornando o célculo niimerico mais répido.
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Figura: 5.2-a. Evolugio dos raios x tempo. Descrigio geral da dinimica do

colapso e explosdo de uma supernova de acorde com a hidrodinamica de poucas

variaveis.
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A descontinuidade da frente de onda de choque é descrita pela evolugao da segunda

camada, cuja densidade e massa contida apresentain valores muito maiores do que aque-

les das demais camadas superiores. Assim como a estrela de neutrons, o choque surge

também no instante de inversio.

A identificagdo da onda de choque com a segunda camada se torna evidente quando

superpomos as trajetérias de algumas particulas de prova ao grafico e seu desenvolvi-

mento pode ser claramente acompanhado na Figura (5.2-b).

Essas trajetérias sdo tragadas através da integragio da equagao (4.9) do campo de

velocidades v;(r), e foram obtidas simultaneamente com todo o célculo.
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Figura: 5.2-b. Evolugio dos raios x tempo. Vista amplificada da dindmica
do colapse ¢ explosio de nma supernova de acordo com a hidrodinamica de

poucas varidvels.
Observamos que, conforme podiamos esperar, devido ao mecanismo de transferéncia
de massa, o0 movimento do material é, de fato, bastante distinto daquele descrito pelas

camadas de igual densidade. J4 no inicio da inversdo o fluido em geral transpassa as

camadas e, ao fazé-lo, é pouco perturbado.

A equagao da continuidade (4.10) mostra que isto se deve ao fato de que pequenas
diferencas de densidades entre camadas implicam em uma, também pequena, mudanca

na velocidade das particulas ao passar de uma camada para outra.

0O mesmo naoc ocorre quando as particulas atingem a segunda camada, pois nessa
ocasiao encontram uma grande diferenca de densidade e, em consequéncia, sofrem uma

sensivel alteragdo na velocidade. O conjunto das particulas do meio que incidem sobre
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raios (100km)

124 125 126 127 128 129
tempo (0.01seg)

Figura: 5.2-.c. Superposigio do grafico da figura 2-b com as trajetdrias das

particulas de prova (em linhas pontilhadas).

a segunda camada acabam por formar um feixe em movimento radial para fora, com
um alto conteudo energético, dando origem a onda de choque que provocar a explosao

final da estrela.

A partir da inversao, a evolucio fisica fica dominada pela dicotomia de um nicleo
central e um envelope ejetado. Na figura 2-d, estdo tracadas as trajetérias de pariculas
de teste de forma a retratar a evolucio do meio material. E bem evidente a divisio
da estrela em dois objetos independentes. A formagdo da frente de onda de choque
aparece de forma nitida logo apds o colapso. Neste exemplo, das 9 particulas de prova,
inicialmente uma para cada camada, terminamos com 4 no nicleo central, 4 na segunda

camada, e apenas 1 na terceira camada,

126



Resultados Cap. V
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Figura: 5.2-d. Descricio geral das trajetdrias de particulas de teste. O material
das camadas superiores da estrela passa gradativamente para as camadas de
baixo, termirando por se concentrar no micleo central ou no material ejetado

pela onda de choque representada pela segunda camada.

As camadas superiores, para as quais, nesse exemplo, néo restou qualquer particula,
nao exercem, aparentemente, um papel relevante para a descrigdo da dindmica depois
da inversdo. A massa contida nessas camadas € inicialmente da mesma ordem das
duas camadas mais internas porém, conforme se depreende do gréfico da Figura (5.2-¢),
logo apés a explosao, rapidamente o seu contetido € esgotado pela transferéncia para as
camadas inferiores.

Na flgura 5.3 apresentamos a energia total do material ejetado com a explosao.
Em todos esses experimentos, a massa expelida ficou sempre sensivelmente em torno

de 20% da massa total. Os cdlculos foram feitos com o modéle de nucleo estelar de

duas camadas. Verifica-se uma propensao para o crescimento da energia da explosao
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Massas (1033g)
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Figura: 5.2-e. Massa contida no interior de cada camada em fungio do tempo.
Durante toda a fase de colapso homdlogo ndo hd uma significativa transférencia
de massa entre as camadas. Isto corresponde A etapa adiabitica do fenémeno
e as massas, como varidvels lagrangeanas, nio chegam a exercer um papel
relevante na dindmica do sistema. Somente quando da inversio, e apds, é que
o caracter irreversivel do processo se manifesta integralmente ¢ o mecanismo
de troca de material entre camadas se torna espontaneamente importante.

com a massa total. Superposto a isto, pode-se notar uma tendéncia oscilatéria com
uma frequéncia que decresce para a direita. Estas caracteristicas sdo comuns as trés
equacoes de estado.

O ponto mais importante nesses resultados é que, apesar de estarmos usando
equacdes de estado muito simples, as energias finais para as explosdes estio em bom
acordo com os resultados observacionais, os quais estabelecem energias da ordem de

alguns poucos foes para supernovas tipo II.
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Figura: 5.3, Emnergia cinética da explosio em fungio da massa inicial do nicleo

da estrela e da equagio de estado.

As massas estdo limitadas a direita pelo limite de Chandrasekhar apropriado para
a configuragdo inicial adotada. Pelo lado esquerdo, verificamos que nao ocorrem explo-
soes abalxo de uma certa massa limite para cada equagéo de estado. Os experimentos
realizados abaixo desse limite mostraram que o sistema exibe um movimento oscilatério

anarmonico, que pode se prolongar indefinidamente sem nunca chegar a se repetir.

O comportamento de uma configuragdo estavel (no sentido de que ndo chega a
explodir), exibe certas peculariedades interessantes. Segundo se observa na figura 4,
quando a massa da estrela € inferior ao limite para ocorréncia de explosao, ela passa

a exibir um complexo movimento oscilatorio que, por aparentemente nao se repetir,

sugere um padrao caotico de evolucéo.
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Figura: 5.4. Padrio de evolucagic cadtico de uma estrela com massa abaixo
do limite para desencadear ¢ mecanismo hidrodinamico de explosio. Limite

inferior das trajetérias de uma simulagao com duas camadas.

Consideramos aqui somente as explosées que ocorrem de pronto, logo apds a pri-

meira implosdo, pois sdo estas evolugdes que apresentam interesse astrofisico.

Sob o ponto de vista matematico, no entanto, é conveniente chamar a atengao
para o fato de quando permitimos que o calculo se prolongasse por tempo suficiente,
aconteceu algumas vezes de a esfrela acabar chegando, depois de muitas oscilagbes a

uma condigio de explosio. Isto parece se dar com massas do nucleo estelar inferiores e

bem proximas desse limite inferior com que nos deparamos.

Um oufro aspecto fundamental que se manifesta nesse limite inferior de massa esta
em que percebemos nfo existir transi¢io entre a situagao de explosédo bem sucedida e

a nao explosdo. Aparentemente, estamos aqui frente a uma situagio de dependéncia
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critica das condigoes iniciais. Constatamos que basta o acréscimo de uma fracao de
massa muito pequena, menor mesmo do que milionésimos da massa do Sol para alterar
completamente toda a evolugao futura. Jamais observamos a ocorréncia de uma meia
explosao. Ndo ha, pelo visto, uma regido intermediaria para a qual, com determinadas

massas, possamos obter como resultado uma quase ou fraca explosio.

200
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[+-]
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raios (100km)

S
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U 1 1 1 1 ! L : L L 1 1 L L 1 '
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600
tempo (0.01seg)

Figura: 5.5. Dependéncia critica das condi¢des iniciais conforme se pode in-
ferir da comparagao de duas evolugdes que diferem na massa total de apenas
0.017 ). Em ambos os cdlculos foi adotada a equagio de estado A. A segunda

camada do nicleo que explode atinge uma velocidade de ~ 7.109cm/s

Tal caracteristica estd exposta na Figura (5.5) onde até mesmo uma variagio menor
que 10~%mg na massa total levaria ao mesmo resultado, sendo capaz portanto de alterar

completamente a evolugdo futura. Isto suscita que, pelo menos sob certas circunstancias,
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nossas equagoes nac sao estdveis para pequenas mudancas nas condigoes iniciais, o que

deve ser mantide em mente para uma futura andlise matematica da questio.

A existéncia de um limite inferior para a massa do nticleo central é por si mesmo
um resultado que merece um detalhado exame. Uma observacio semelhante resultou
de um trabalho de Baron ¢ Cooperstein de 1990, no qual os autores investigavam um
limite superior da ordem de 1.1 — 1.2mg, para a massa do niicleo central de ferro. Nas
condigdes reinantes no centro da estrela a onda de choque se propaga sobre um meio
constituido de atomos de ferro. A grande temperatura gerada pela prépria passagem
da onda dispara processos altamente dissipativos com producéo abundante de neutrinos
e foto-desintegracio dos niicleos de ferro. Esses mecanismos dissipadores sao eficientes
a ponto de atenuar rapidamente a intensidade da onda de choque, e mesmo leva-la
ao completo esmorecimento. Cerca de 1foe de perda de energia para cada 10~ mg
percorridaimpede que niicleos estelares muito massivos possam dar origem a supernovas.
Entretanto, aqueles autores encontram que, surpreendentemente, para um modelo com
massa menor do que lmg a explosao deixou de ocorrer. Néo foi possivel dar entdao uma

explicacéo plausivel a este resultado.

Analisamos aqui a dependéncia desse limite inferior de massa com a equagéio de

estado utilizada para representar o meio .

As propriedades gerais da matéira estelar nas suas fases de gés de eletrons, no inicio,
e de gas de neutrons, no estagio final sio bem conhecidas. Nossas incertezas se con-
centram na descri¢do da transi¢do correspondente aos processos de captura eletronica,
foto-desintegragio dos nicleos de ferro que provocam a neutronizacao geral do meio.
Realizamos, entdo, uma extensa série de experimentos visando estabelecer o relaciona-

mento entre a massa limite inferior e os parametros ¢, € ¢ que definem essa transicio.
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Os resultados estao apresentados no grafico da figura 6, no qual se pode perce-
ber que a massa limite inferior M;,s apresenta uma dependéncia quase linear de seus
parametros, sendo que cresce com ¢, mas descresce com (,,. Como ¢ determina a densi-
dade tipica em que os processos de captura eletronica comegam a se tornar proeminentes,
se pode esperar que para disparar esse processo seja necessario uma certa massa, abaixo
da qual, a captura eletrénica nao chegard mesmo a se tornar efetiva. Quanto mais alto
¢, maior deveré ser a densidade para a captura eletrdnica e consequentemente maior

também devera ser a massa inicial do nucleo estelar.
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— — zetap=10.5 e
- zetan=10.3 R A
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Figura: 5.6. Dependéncia da massa limite inferior com a equagio de estado. No
grafico, zetap, = Cna e zeta= (: A explosido é deflagrada malis facilmente
quando a neutronizagao tem inicio em densidades menores e o endurecimento

da matéria se d4 em densidades mais altas.
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Para o parametro (,, no entanto, a dependéncia deve ser a inversa, pois com uma
tardia neutroniza¢éo da matéria, o endurecimento serd protelado, o que faz com que a
inversao se dé numa regido mais profunda do poco de potencial de forma a aumentar

ainda mais a violéncia do golpe hidrodindmico e assim favorecer a explosio.

Quando a regido central da estrela atinge, ou mesmo excede, a densidade nuclear,
o meio material se torna extremamente duro de maneira a impedir uma posterior com-
pressao. O material que estava caindo em direcio ao centro é entao abruptamente

freiado, levando a velocidade a zero e a um consequente aumento na pressio dado por:

op = pcov. (5.1)

aonde dv ¢é a mudanca de velocidade, nesse caso igual & propria velocidade de queda do
material; p é a densidade do meio e ép é a variago de pressio associada. Essa expressio
é valida somente para o limite actstico em que ¢, a velocidade do som, é menor do que

év. Ainda no limite acistico, entfio, a mudanca de densidade é dada por

== (5.2)

Como év = 0 no centro da estrela, podemos ver que nessa regiao, necessariamente,
prevalece o regime s6nico e as variaghes da pressfo serao de pequena monta. Conforme
nos afastamos do centro, no entanto, a razao év/c tende a crescer até o ponto em que
a acustica deixa de valer. Nesta altura a onda de presséo da origem a uma onda de
choque na qual as varidveis hidrodinamicas sofrem variagdes abruptas e toda a evolugao

deixa de ser adiabatica.
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Isto explica porque a onda de choque deve necessariamente ser originada a uma
certa distancia do centro da estrela, precisamente no ponto em que a velocidade de

queda se aproxima da velocidade do som no meio.

A figura 7, extraida de Cooperstein e Baron (1990) ilustra bem essa situacao.

Neste grafico estao tracadas as curvas de velocidade do meio para alguns instantes nas

proximidades do momento da inverséo.

V {106" em/s)

Figura: 5.7. O inicio do choque. Reproduzido de Cooperstein e Baron (1990).
(a) Os iiltimos instantes do colapso homéloge no qual a velocidade de queda
é aproximadamente proporcional ac raio. (b) O centro da estrela atinge a

densidade nuclear. (¢) O niicleo central ¢ momentaneamentelevado ao repouso.

(d) Tem inicio o chogque.
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Durante toda a fase de implosao adiabatica o campo de velocidade é aproximada-
mente linear com o raio, 0 que aparece representado na figura pela curva (a), correspon-

dente a um instante imediatamente anterior ao processo de inversao.

Quando a densidade no centro da estrela se aproxima da densidade nuclear o mate-
rial comega a oferecer resistencia & compressdes e o indice adiabatico cresce rapidamente,

curva (b).

No instante de miximo esmagamento, curva (¢), o niicleo central consegue conter
o colapso e as velocidades v&ao a zero. A partir da superficie, no entanto, as particulas
continuam a cair em alta velocidade, dando origem a descontinuidade e formagdo da

onda de choque.

Finalmente, como forma de liberar o alto conteudo de energia interna acumulado,
o nicleo estelar da inicio ao processo de espanséo e lanca a onda de choque, curva (d),

que eventualmente levard a explosido da estrela na forma de uma supernova.

Temos assim, do ponto de vista astrofisico, uma descrigiio bastante detalhada do

processo catastrofico de colapso e explosao estelar.

Vale no entanto, no que diz respeito aos aspectos hidrodindmicos do problema,

fazer algumas observacdes.

Podemos ver que, nas curvas (c) e (d), aonde deveria haver a descontinuidade
da frente de onda de choque {(na realidade uma estreita faixa de transicdo da ordem
de um livre caminho médio das particulas do meio de aproximadamente 107 '*cm),

encontramos, de fato, uma regido de variagdo das varidvels com cerca de 4km de largura.

Essa atenua¢do da descontinuidade é devida & introducio da viscosidade de Von-
Neumann nas equacées hidrodidmicas utilizadas por Cooperstein e Baron. Conforme

discutido nos capitulos II e III, essa viscosidade artificial tem sido usada amplamente
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nos calculos hidrodindmicos com a funcio explicita de atenuar as oscilacdes numéricas
espurias que sempre surgem quando sec integram qualsquer das equacoes de diferencas

finitas associadas as equagbes hidrodinédmicas.

O método de VonNeumann depende de um pardmetro arbitrario de ajuste da in-
tensidade da pseudo-viscosidade para cada caso. Procura-se com ele um compromisso
entre a deformacio da frente de choque e a atenuacio das oscilagdes numéricas que

ocorrem na fase pds-choque.

Comparando a Figura (5.7) com o grafico (2.9), referente & teoria da pseudo-
viscosidade de VonNeumann e Ritchmeyer, podemos ver que o padrao oscilatério que
se manifesta na parte superior das curvas (¢) e (d) é, de fato, originario de oscilagdes

numericas que ainda subsistem, a despeito do efeito atenuador da viscosidade artificial.

Com o objetivo de avaliar nosso modelo de colapso estelar baseado em uma la-
grangiana efetiva apresentamos na figura (5.8) a descrigdo das mesmas etapas de forma-
¢io da onda de choque no nucleo da estrela. Apesar de nosso formalismo hidrodinamico
depender de um pequeno ntimero de variiveis para a descricao do sistema, veremos que
ele é capaz de reproduzir com grande riqueza de detalhes 0 momento em se forma a onda
de choque no interior do nicleo de ferro. Usualmente, para se chegar a esses resultados

520 necessarias semanas de tempo de computagdo em super computadores Cray.

Enquanto o meio puder ser descrito por um indice adiabatico, ou seja, a equagao

de estado puder ser escrita como uma simples lei de poténcia:

P =kp7, (5.3)

a dinamica nao oferece condi¢des de determinar qualquer escala de comprimento e a

solugdo das equagbes , necessariamente deve corresponder a uma evolugiao homdloga.
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Figura: 5.8. O infcic do choque de acordo com a hidrodindmica de poucas

varidveis. (a), (b), (¢) € (d) correspondem a instantes semelhantes ao da Figura

(5.7).

Consequentemente, durante a fase adiabatica do processo de implosio, o niicleo

estelar descreve um colapso homologo no qual o campo de velocidades, nas proximidades
do centro, apresenta uma evoluc¢do dada por: v o r.
O processo de invers&o tem inicio quando a densidade se aproxima da densidade

nuclear e o material passa a oferecer resisténcia a posteriores compressdes. O indice

adiabético cresce e a equagdo de estado, deixando de ser descrita por uma lei de poténcia,

faz com que a homologia seja rompida.

Na figura 8, a curva (a) descreve o campo de velocidades, aproximadamente pro-

porcional a R, e correspondente aos tltimos instantes em que o indice adiabatico é 4/3,

quando ainda existe homologia no colapso.
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Em uns poucos milésimos de segundo apés a densidade do centro chegar a um
valor compardvel ao da densidade nuclear, instante (b) na figura, o colapso comega a
ser estancado e uma onda de alta pressdo surge no centro. Com a deposicido de mais

material no centro, a onda actstica de alta pressio comeca a se acumular.

Conforme a informacio for se afastando do centro, ela vai encontrando material com
densidade mais baixa e ainda em queda. Na altura em que a velocidade de propagacso
da onda actstica for igual a velocidade de queda do material haverd um actimulo de
sinal. A onda nfo podera mais avangar e haverd um abrupto aumento da pressio nesse
regido.

No ponto de méximo compresséo, curva (c¢) no grafico, a densidade central chega
a superar a densidade nuclear, o colapso é estancado e todo o micleo da estrela, con-
centrado numa regido de uns poucos kilometros atinge o repouso momentaneo. Na
sua superficie, a velocidade, pressdo e densidade apresentam agora descontinuidades,

precipitando a formacao da onda de choque.

Alguns milisegundos apds, a onda de choque j4 se manifesta plenamente. O material
do centro da estrela reage ao esmagamento com uma fraca expansio, e por isso as
velocidades tornam-se positivas na regido central, porém mantém-se negativas na parte

mais externa. E o inicio da explosio, curva (d).

No formalismo hidrodindmico de poucas varidveis, aqui proposto, nio hé espaco
para a existéncia desse tipo de oscilagéo e portanto, nfio nos defrontamos com tal pro-

blema em nossa descri¢do do colapso (figura (5.8)).
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V-2 CONCLUSOES FINAIS.

Nosso objetivo, nesse trabalho, fol o de apresentar o modelo de descrigao de onda
de choque com transferéncia de massa nao mais como um artificio particular ao proble-
ma basico de explosdes de supernovas, mais sim, como uma terceira possibilidade aos

formalismos de Euler e Lagrange.

De acordo com esse enfoque, os fenomenos hidrodinamicos seriam descritos por
equacgdes que determinariam, ndo sé a evolugdo das varidvels hidrodindmicas, mas

também, os pontos do espago onde tais varidveis serlam especificadas.

Nas abordagens de FEuler e Lagrange, as equagbes de evolucio das varidveis sao
obtidas do Principio de Minima A¢io de Hamilton, enquanto que os pontos onde as
variavels serao especificadas sido determinados por regras relacionadas a questdes de

simplicidade.
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Essa arbitrariedade nas abordagens de Euler e Lagrange, naturalmente, nio implica

em qualquer limitacao se pudermos supor a existéncia de um nimero suficiente de pontos

a completa descri¢do do problema.

Porém, em andlises numéricas, existem ocasides em que nio dispomos do nimero

necessario de células de integragio, quando entdo o formalismo aqui proposto pode se

mostrar muito til. Isto pode se dar nas seguintes situacgoes:

1)-

2)-

3)

Limitagoes relacionadas ao numero de pontos armazendveis e trataveis pelo com-

putador.

Mesmo dispondo de um niimero suficientemente grande de elementos na malha,
com a evolugéo dindmica do problema, surgem regides em que as variaveis sio bem
comportadas, de facil descriciio, mas nas quais pode haver mais pontos do que o
realmente necessdrio, e, por outro lado, regides aonde as variaveis apresentam acen-
tuados gradientes, chegando mesmo a se aproximar de descontinuidades, mas nas
quais nao se ird encontrar uma densidade de pontos da malha em correspondéncia
a sua importancia dinamica.

Na analise de fendmenos criticos, como ondas de choque, onde nio mais se pode
presupor a continuidade das varidveis, e onde nenhum refinamente da rede de in-

tegragao sera suficiente para a descri¢do do fenémeno.

No estudo de fenémenos no qual o grau de incerteza nas condicdes reinantes é muito
alto. Nessas situagdes, o nimero de elementos da malha para a descrigio do pro-
blema tem sido, até agora, determinado por questdes de consisténcia numeérica das
solugoes. Esse nimero, em geral, supera em muito a nossa verdadeira capacidade

de descri¢do da realidade fisica em questio.
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O método surge como uma forma nova de tratar os fendmenos criticos, particu-
larmente aqueles associados as ondas de choque, e na qual, como vimos, deixamos &
cargo do Principio de Hamilton a especificagio, ndo sé da evolucéo das varidveis, como

também, das posicoes em que serdo especificadas tais variaveis.

Os resultados numéricos mostram que o modelo é capaz de descrever o processo
de colapso gravitacional, os detalhes do mecanismo de inversio e formacio da onda
de choque, bem como, a ruptura em uma estrela de neutrons com violenta ejecio das

camadas externas.
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